
�« ¢  1. �«£¥¡à ¨ç¥áª¨¥ ¬¥â®¤ë â¥®à¨¨
¡ § ¤ ­­ëå

1 �¥ª®â®àë¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï

�ãáâì T | ­¥ª®â®à®¥ ¬­®¦¥áâ¢®, ª®â®à®¥ ¡ã¤¥â ­ §ë¢ âìáï ¬­®¦¥áâ¢®¬

â¨¯®¢  âà¨¡ãâ®¢. � ®¡é¥¬ á«ãç ¥ íâ® ¬­®¦¥áâ¢® ¬®¦¥â ¡ëâì ¨ ¡¥áª®­¥ç-

­ë¬.

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ 1.1. � ¡®à®¬  âà¨¡ãâ®¢ ­ §ë¢ ¥âáï ª®­¥ç­®¥ ¬­®¦¥-

áâ¢®, â¨¯¨§¨à®¢ ­­®¥ í«¥¬¥­â ¬¨ ¬­®¦¥áâ¢  T , â® ¥áâì ª®­¥ç­®¥ ¬­®¦¥áâ¢®

A, § ¤ ­­®¥ ¢¬¥áâ¥ á ®â®¡à ¦¥­¨¥¬ tA : A ! T . �«¥¬¥­âë ¬­®¦¥áâ¢  A

­ §ë¢ îâáï  âà¨¡ãâ ¬¨. �¨¯®¬  âà¨¡ãâ  a 2 A ­ §ë¢ ¥âáï í«¥¬¥­â tA(a)

¬­®¦¥áâ¢  T . �®£« á®¢ ­¨¥¬ ­ ¡®à®¢  âà¨¡ãâ®¢ ' : B ! A ­ §ë¢ ¥âáï

®â®¡à ¦¥­¨¥, á®åà ­ïîé¥¥ â¨¯ë  âà¨¡ãâ®¢, â® ¥áâì ®â®¡à ¦¥­¨¥ ª®­¥ç­ëå

¬­®¦¥áâ¢, ¤«ï ª®â®à®£® ª®¬¬ãâ â¨¢­  ¤¨ £à ¬¬ :

B
'
�! A

tB # # tA
T = T

� â¥£®à¨î ¢á¥å â ª¨å ­ ¡®à®¢  âà¨¡ãâ®¢ ¨ ¨å á®£« á®¢ ­¨© ®¡®§­ ç¨¬

ç¥à¥§AT . �­®¦¥áâ¢® ¢á¥å á®£« á®¢ ­¨© ¨§ B ¢ A ¡ã¤¥â ®¡®§­ ç âìáï ç¥à¥§

AT (B;A) ¨«¨ A(B;A), ª®£¤  ¬­®¦¥áâ¢® â¨¯®¢ ïá­® ¨§ ª®­â¥ªáâ . � â¥£®-

à¨ï ­ ¡®à®¢  âà¨¡ãâ®¢ AT ï¢«ï¥âáï ¯®«­®© ¯®¤ª â¥£®à¨¥© ª â¥£®à¨¨ �AT

¢á¥å ¬­®¦¥áâ¢ ¡¥§ ®£à ­¨ç¥­¨ï ª®­¥ç­®áâ¨, â¨¯¨§¨à®¢ ­­ëå ¬­®¦¥áâ¢®¬ T ,

á ®â®¡à ¦¥­¨ï¬¨, á®åà ­ïîé¨¬¨ â¨¯ë í«¥¬¥­â®¢. �­®¦¥áâ¢® ¬®àä¨§¬®¢

¢ íâ®© à áè¨à¥­­®© ª â¥£®à¨¨ ¡ã¤¥â â ª¦¥ ®¡®§­ ç âìáï ç¥à¥§ A(B;A)

¨«¨ ç¥à¥§ �A(B;A), ¥á«¨ ¢ â¥ªáâ¥ ­ã¦­® ¯®¤ç¥àª­ãâì, çâ® ¬­®¦¥áâ¢  A

¨«¨ B ¬®£ãâ ¡ëâì ¡¥áª®­¥ç­ë¬¨.

�®¯®áâ ¢¨¬ ª ¦¤®¬ã í«¥¬¥­âã t 2 T ¬­®¦¥áâ¢® Dt, ª®â®à®¥ ­ §ë¢ ¥âáï

®¡« áâìî §­ ç¥­¨©  âà¨¡ãâ  â¨¯  t.

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ 1.2. �â­®è¥­¨¥¬ á ­ ¡®à®¬  âà¨¡ãâ®¢ A =

fa1; :::; ang ­ §ë¢ ¥âáï ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® r(A) � DtA(a1)� :::�DtA(an) ¢ ¤¥ª à-

â®¢®¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¨ ®¡« áâ¥© §­ ç¥­¨©  âà¨¡ãâ®¢ ­ ¡®à  A.

�­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ®â­®è¥­¨© á ­ ¡®à®¬  âà¨¡ãâ®¢ A ®¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§

D(A). �«ï «î¡®£® ¬­®¦¥áâ¢  I (ª®­¥ç­®£® ¨«¨ ¡¥áª®­¥ç­®£®) ¨ «î¡ëå
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®â­®è¥­¨© ri(A) 2 D(A), £¤¥ i 2 I, ®¯à¥¤¥«¥­ë â¥®à¥â¨ª®-¬­®¦¥áâ¢¥­-

­ë¥ ®¯¥à æ¨¨ ®¡ê¥¤¨­¥­¨ï
S
i2I

ri(A) ¨ ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï
T
i2I

ri(A). �«ï «î¡ëå

¤¢ãå í«¥¬¥­â®¢ r1(A); r2(A) 2 D(A) ®¯à¥¤¥«¥­  â¥®à¥â¨ª® ¬­®¦¥áâ¢¥­­ ï

®¯¥à æ¨ï à §­®áâ¨ r1(A) n r2(A). �à®¬¥ â®£®, ¢ D(A) ¥áâì ­ ¨¬¥­ìè¥¥

¯ãáâ®¥ ®â­®è¥­¨¥ ; ¨ ­ ¨¡®«ìè¥¥ ¯®«­®¥ ®â­®è¥­¨¥ E(A) = DtA(a1)� :::�

DtA(an). �® ®â­®è¥­¨î ª íâ¨¬ ®¯¥à æ¨ï¬ D(A) ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¯®«­ãî

¡ã«¥¢ã  «£¥¡àã.

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ 1.3. �¯¥à æ¨¥© f(A1; :::; An;B) â¨¯  (A1; :::; An;B),

£¤¥ A1; :::An; B | ­ ¡®àë  âà¨¡ãâ®¢,   f | ¨¬ï ®¯¥à æ¨¨, ­ §ë¢ ¥âáï

á¯®á®¡, á®¯®áâ ¢«ïîé¨© ª ¦¤®¬ã ­ ¡®àã ®â­®è¥­¨© r1(A1); :::; rn(An) ®â-

­®è¥­¨¥ r(B), ª®â®à®¥ ¡ã¤¥â ®¡®§­ ç âìáï ç¥à¥§ f(r1; :::; rn).

�àã£¨¬¨ á«®¢ ¬¨, ®¯¥à æ¨ï f(A1; :::; An;B) § ¤ ¥â ®â®¡à ¦¥­¨¥

f(A1; :::; An;B) : D(A1)� :::�D(An)!D(B):

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ 1.4. �¢¥ ®¯¥à æ¨¨ f1(A1; :::; An;B) ¨ f2(A1; :::; An;B)

¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì à ¢­ë¬¨ ¨ ¯¨á âì f1 = f2, ¥á«¨ ®­¨ á®¢¯ ¤ îâ ª ª

®â®¡à ¦¥­¨ï.

�   ¬ ¥ ç   ­ ¨ ¥ 1.1. �á«®¢¨¥ à ¢¥­áâ¢  ¤¢ãå ®¯¥à æ¨©, § ¤ ­­®¥

®¯à¥¤¥«¥­¨¥¬ 1.4, ï¢«ï¥âáï ­ ¨¡®«¥¥ á¨«ì­ë¬ ¨ ­¥ ¢á¥£¤  ¬®¦¥â ¡ëâì

íää¥ªâ¨¢­® ¯à®¢¥à¥­®.

� à §­ëå ¨­ä®à¬ æ¨®­­ëå á¨áâ¥¬ å ª« áá ¢á¥å ¯à¨¬¥­ï¥¬ëå ®¯¥à æ¨©

­ ¤ ®â­®è¥­¨ï¬¨ ¬®¦¥â ¡ëâì à §­ë¬. �¤­ ª® ¨á¯®«ì§ã¥¬ë¥ ª« ááë ®¯¥-

à æ¨©, ª ª ¯à ¢¨«®, ®¡« ¤ îâ á¢®©áâ¢ ¬¨ K1 | K4, ª®â®àë¥ ¯¥à¥ç¨á«¥­ë

­¨¦¥.

�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ K ­¥ª®â®àë© ª« áá ®¯¥à æ¨© ­ ¤ ®â­®è¥­¨ï¬¨,  

ç¥à¥§ K(A1; :::; An;B) | ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ®¯¥à æ¨© íâ®£® ª« áá  ¢¨¤ 

f(A1; :::; An;B). �à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® ª« áá ®¯¥à æ¨© K ®¡« ¤ ¥â á«¥¤ãî-

é¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨.

K1): �¯¥à æ¨ï ;(A1; :::; An;B), ª®â®à ï á®¯®áâ ¢«ï¥â ª ¦¤®¬ã ­ -

¡®àã ®â­®è¥­¨© r1(A1); :::; rn(An) ¯ãáâ®¥ ®â­®è¥­¨¥ ;(B), ¯à¨­ ¤«¥¦¨â

K(A1; :::; An;B).

K2): �¯¥à æ¨¨ xi(A1; :::; An;Ai), ª®â®àë¥ ª ¦¤®¬ã ­ ¡®àã ®â­®è¥­¨©

r(A1); :::; r(An) á®¯®áâ ¢«ïîâ ®â­®è¥­¨ï ri(Ai), â® ¥áâì ï¢«ïîâáï ¯à®¥ª-

æ¨ï¬¨ D(A1) � ::: � D(An) ­  D(Ai), ¯à¨­ ¤«¥¦ â ¬­®¦¥áâ¢ã ®¯¥à æ¨©

K(A1; :::; An;B), ¤«ï i = 1; :::; n:
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�ãáâì ffi(A1; :::; An;B)gi2I | ¯à®¨§¢®«ì­®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ®¯¥à æ¨©.

�¯à¥¤¥«¨¬ ®¯¥à æ¨¨
S
i2I

fi(A1; :::; An;B);
T
i2I

fi(A1; :::; An;B);

fi(A1; :::; An;B) n fj(A1; :::; An;B) ª ª ®¯¥à æ¨¨, ª®â®àë¥ ª ¦¤®¬ã ­ ¡®àã

®â­®è¥­¨© r1(A1); :::; rn(An) á®¯®áâ ¢«ïîâ, á®®â¢¥âáâ¢¥­­®,S
i2I

fi(r1; :::; rn);
T
i2I

fi(r1; :::; rn); fi(r1; :::; rn) n fj(r1; :::; rn).

K3): �«ï «î¡®£® ¬­®¦¥áâ¢  ®¯¥à æ¨© fi 2 K(A1; :::An;B); i 2 I,

®¯à¥¤¥«¥­­ë¥ ¢ëè¥ ®¯¥à æ¨¨
S
i2I

fi,
T
i2I

fi, ¨ fi n fj ¯à¨­ ¤«¥¦ â ¬­®¦¥áâ¢ã

K(A1; :::An;B).

�ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ®â®¡à ¦¥­¨¥

g : D(A1)� :::�D(An)! D(B1) � :::�D(Bk)

¯à¨­ ¤«¥¦¨â K(A1; :::An;B1; :::; Bk), ¥á«¨ ª ¦¤ ï ª®¬¯®§¨æ¨ï ®â®¡à ¦¥­¨©

xi(B1; :::; Bk;Bi) � g : D(A1)� :::�D(An)! D(Bi)

¯à¨­ ¤«¥¦¨â K(A1; :::An;Bi), ¤«ï i = 1; :::; k.

K4): �ãáâì ®â®¡à ¦¥­¨¥ g 2 K(A1; :::An;B1; :::; Bn) ¨ ®¯¥à æ¨ï f 2

K(B1; :::Bk;C), â®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ®¯¥à æ¨ï f � g 2 K(A1; :::An;C), ª®â®à ï

ª ª ®â®¡à ¦¥­¨¥ ï¢«ï¥âáï ª®¬¯®§¨æ¨¥© ®â®¡à ¦¥­¨© f ¨ g.

�á­®¢­®© ¯à¨¬¥à ª« áá  ®¯¥à æ¨© K, ª®â®àë© ¬ë ¡ã¤¥¬ ¯®¤à®¡­¥¥

¨§ãç âì ¢ íâ®© à ¡®â¥, | íâ® ®¯¥à æ¨¨ à¥«ïæ¨®­­®©  «£¥¡àë ®â­®è¥­¨©

[43].

�«ï â®£® çâ®¡ë ¢¢¥áâ¨ íâ¨ ®¯¥à æ¨¨, ¤ ¤¨¬ ­¥áª®«ìª® ®¯à¥¤¥«¥­¨©.

�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ D =
`
t2T

Dt à §ê¥¤¨­¥­­®¥ ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥ ®¡« áâ¥©

§­ ç¥­¨©  âà¨¡ãâ®¢ ¢á¥å â¨¯®¢. �¯à¥¤¥«¨¬ â¨¯ tD : D ! T í«¥¬¥­â®¢

¬­®¦¥áâ¢  D á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: í«¥¬¥­â d 2 D ¨¬¥¥â â¨¯ t = tD(d),

¥á«¨ d 2 Dt.

�¥âàã¤­® ¢¨¤¥âì, çâ® ¤«ï «î¡®£® ­ ¡®à   âà¨¡ãâ®¢ A = fa1; :::; ang

¬­®¦¥áâ¢® DtA(a1) � ::: � DtA(an) ­ å®¤¨âáï ¢ ¡¨¥ªâ¨¢­®¬ á®®â¢¥âáâ¢¨¨

á ¬­®¦¥áâ¢®¬ A(A;D) ¢á¥å ®â®¡à ¦¥­¨© ¨§ A ¢ D, á®åà ­ïîé¨å â¨¯

í«¥¬¥­â®¢. �â  ¡¨¥ªæ¨ï § ¤ ¥âáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

áâà®ª¥ (d1; :::; dn) 2 DtA(a1) � :::� DtA(an) á®¯®áâ ¢«ï¥âáï ®â®¡à ¦¥­¨¥

d : A! D â ª®¥, çâ® d(ak) = dk, ¤«ï k = 1; :::; n;

­ ®¡®à®â, ®â®¡à ¦¥­¨î d : A ! D á®¯®áâ ¢«ï¥âáï áâà®ª 

(d(a1); :::; d(an)), £¤¥ í«¥¬¥­â d(ai) 2 DtA(ai), â ª ª ª ®â®¡à ¦¥­¨¥ d á®-

åà ­ï¥â â¨¯ë í«¥¬¥­â®¢.
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�®íâ®¬ã ®â­®è¥­¨¥ r(A) á ­ ¡®à®¬  âà¨¡ãâ®¢ A ¬®¦­® à áá¬ âà¨¢ âì

ª ª ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® r(A) � A(A;D) ¢ ¬­®¦¥áâ¢¥ ¢á¥å ®â®¡à ¦¥­¨© ¨§ A ¢

D, á®åà ­ïîé¨å â¨¯ í«¥¬¥­â®¢.

�ãáâì ' : B ! A | ¯à®¨§¢®«ì­®¥ á®£« á®¢ ­¨¥ ­ ¡®à®¢  âà¨¡ãâ®¢.

�®àä¨§¬ ' ¨­¤ãæ¨àã¥â ®â®¡à ¦¥­¨¥ h' : A(A;D) ! A(B;D), ª®â®à®¥

¬®àä¨§¬ã d : A! D á®¯®áâ ¢«ï¥â ª®¬¯®§¨æ¨î ¬®àä¨§¬®¢ h'(d) = d � '.

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ 1.5. �á«¨ r � A(A;D) | ¯à®¨§¢®«ì­®¥ ®â­®è¥­¨¥

á ­ ¡®à®¬  âà¨¡ãâ®¢ A, â® ç¥à¥§ '�(r) ®¡®§­ ç ¥âáï ®â­®è¥­¨¥ á ­ ¡®à®¬

 âà¨¡ãâ®¢ B, ª®â®à®¥ ï¢«ï¥âáï ®¡à §®¬ ¬­®¦¥áâ¢  r ¯à¨ ®â®¡à ¦¥­¨¨ h'.

�® ¥áâì

'�(r) = fd � ' 2 A(B;D) : d 2 r � A(A;D)g:

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ 1.6. �á«¨ r0 � A(B;D) | ¯à®¨§¢®«ì­®¥ ®â­®è¥­¨¥

á ­ ¡®à®¬  âà¨¡ãâ®¢ B, â® ç¥à¥§ '�(r
0) ®¡®§­ ç ¥âáï ®â­®è¥­¨¥ á ­ ¡®à®¬

 âà¨¡ãâ®¬ A, ª®â®à®¥ ï¢«ï¥âáï ¯à®®¡à §®¬ ¬­®¦¥áâ¢  r0 ®â­®á¨â¥«ì­®

®â®¡à ¦¥­¨ï h'. �® ¥áâì

'�(r
0) = fd 2 A(A;D) : d0 = d � '; d0 2 r0 � A(B;D)g:

�¥âàã¤­® ¢¨¤¥âì, çâ®, ª®£¤  ' : B ! A | ¢«®¦¥­¨¥, â® ®¯¥à æ¨ï

'� : D(A) ! D(B) ï¢«ï¥âáï ®¡ëç­®© ®¯¥à æ¨¥© ¯à®¥ªæ¨¨ ®â­®è¥­¨© á

­ ¡®à®¬  âà¨¡ãâ®¢ A ­  ­ ¡®à  âà¨¡ãâ®¢ B.

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ 1.7. �á«¨ '1 : A! C ¨ '1 : B ! C | ¯à®¨§¢®«ì­ë¥

á®£« á®¢ ­¨ï ­ ¡®à®¢  âà¨¡ãâ®¢ ¨ r1 2 D(A), r2 2 D(B), â® ®¡ëç­ ï

®¯¥à æ¨ï á®¥¤¨­¥­¨ï ®â­®è¥­¨© r1 ¨ r2 ®â­®á¨â¥«ì­® á®£« á®¢ ­¨© '1 ¨

'2, ®¡®§­ ç ¥¬ ï ç¥à¥§ r1 �
'1;'2

r2, ¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§ ®¯à¥¤¥«¥­­ë¥ ¢ëè¥

®¯¥à æ¨¨ á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

r1 �
'1;'2

r2 = (('1)�(r1)) \ (('2)�(r2)):

�á«¨ ' : B ! A | ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­®¥ á®£« á®¢ ­¨¥  âà¨¡ãâ®¢, â®

®¯¥à æ¨¨ '� ¨ '� ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ á®¡®© ®¡ëç­ë¥ ®¯¥à æ¨¨ ¯¥à¥¨¬¥­®¢ ­¨ï

 âà¨¡ãâ®¢ ¢ ®â­®è¥­¨ïå ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ®â®¡à ¦¥­¨¥¬ á®£« á®¢ ­¨ï

 âà¨¡ãâ®¢.

�á¥ ®áâ «ì­ë¥ ®¯¥à æ¨¨ �®¤¤  ¯®«ãç îâáï ¨§ ã¦¥ ®¯à¥¤¥«¥­­ëå ®¯¥-

à æ¨© ¯ãâ¥¬ ¯®¯®«­¥­¨ï ª« áá  ®¯¥à æ¨© á®£« á­® á¢®©áâ¢ ¬ K1 | K4.

�   ¬ ¥ ç   ­ ¨ ¥ 1.2. �¢¥¤¥­­ë¥ ®¯¥à æ¨¨ ¯®§¢®«ïîâ ¢ëà §¨âì ­¥ â®«ìª®

®¡ëç­ë¥ ®¯¥à æ¨¨ ­ ¤ ®â­®è¥­¨ï¬¨, ®¯à¥¤¥«¥­­ë¥ �®¤¤®¬, ­® ¨ ­ ¯¨á âì
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ãá«®¢¨¥ äã­ªæ¨®­ «ì­®© § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®¤­®£® ­ ¡®à   âà¨¡ãâ®¢ ®â ¤àã£®£®

­ ¡®à   âà¨¡ãâ®¢ ¤«ï ¤ ­­®£® ®â­®è¥­¨ï ¢ ¢¨¤¥ ãà ¢­¥­¨ï.

�à¨¢¥¤¥¬ ¥é¥ ­¥áª®«ìª® ¯à¨¬¥à®¢ ®¯¥à æ¨©, ª®â®àë¥ ­¥ ¢å®¤ïâ ¢ ª« áá

®¯¥à æ¨©, à áá¬®âà¥­­ë© �®¤¤®¬, ­® ¬®£ãâ ¯à¥¤áâ ¢«ïâì ¨­â¥à¥á ¤«ï

¯à¨«®¦¥­¨©.

�®áâ®ï­­ ï ®¯¥à æ¨ï (const)r(B) â¨¯  (A1; :::; An;B) á®¯®áâ ¢«ï¥â «î-

¡®¬ã ­ ¡®àã ®â­®è¥­¨© r1(A1); :::; rn(An) ®¤­® ¨ â® ¦¥ ®â­®è¥­¨¥ r(B).

�¯¥à æ¨ï áª®¡ª¨ < > á®¯®áâ ¢«ï¥â ­ ¡®àã ®â­®è¥­¨© r1(A1), :::, rn(An)

®¤­®í«¥¬¥­â­®¥ ®â­®è¥­¨¥ (áâà®ªã) < r1(A1); :::; rn(An) >. �â  ®¯¥à æ¨ï

¯®§¢®«ï¥â à áá¬ âà¨¢ âì ­ ¡®à ®â­®è¥­¨© ª ª áâà®ªã ¢ ®â­®è¥­¨¨ á®

á«®¦­ë¬¨ ¤®¬¥­ ¬¨  âà¨¡ãâ®¢.

�«¥¤ãîé¨¥ ®¯¥à æ¨¨ áâà®ïâáï á ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥¬ ¯à®¨§¢®«ì­®£® ®â®-

¡à ¦¥­¨ï f : Da1 � :::�Dan ! Db1 � :::�Dbk, § ¤ ­­®£® ­  ¬­®¦¥áâ¢ å

¢®§¬®¦­ëå §­ ç¥­¨©  âà¨¡ãâ®¢ ­ ¡®à  A = (a1; :::; an) ¢ ¬­®¦¥áâ¢® ¢®§-

¬®¦­ëå §­ ç¥­¨©  âà¨¡ãâ®¢ ­ ¡®à  B = (b1; :::; bk). �â® ®â®¡à ¦¥­¨¥ ¨­-

¤ãæ¨àã¥â ®¯¥à æ¨î f â¨¯  (A;B), ª®â®à ï ®â­®è¥­¨î r(A) 2 Da1�:::�Dan

á®¯®áâ ¢«ï¥â ¥£® ®¡à § f(r(A)) ¢ Db1 � :::�Dbk.

� ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ¢ ª« áá¥ K ¬®£ãâ ¡ëâì ®¯¥à æ¨¨, § ¤ ­­ë¥ ¯à®¨§¢®«ì-

­ë¬¨  «£®à¨â¬ ¬¨ [42].

�   ¬ ¥ ç   ­ ¨ ¥ 1.3. �¥âàã¤­® ¢¨¤¥âì, çâ® ãá«®¢¨ï K1 | K4 ¯®-

§¢®«ïîâ à áá¬®âà¥âì ª« áá ®¯¥à æ¨© K ª ª ª â¥£®à¨î, ®¡ê¥ªâ ¬¨ ª®â®à®©

ï¢«ïîâáï ­ ¡®àë ¢¨¤  (A1; :::; An),   ¬­®¦¥áâ¢  ¬®àä¨§¬®¢ | íâ® ¬­®¦¥-

áâ¢® ®¯¥à æ¨© K(A1; :::; An;B1; :::; Bk) â¨¯  (A1; :::; An;B1; :::; Bk). �á«®¢¨¥

K4 á®®â¢¥âáâ¢ã¥â â®¬ã, çâ® ®¡ê¥ªâë (A1; :::; An) ¯à¥¤áâ ¢«ïîâáï ¢ ª â¥£®-

à¨¨ K ¢ ¢¨¤¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï
nQ
i=1

Ai.

�   ¬ ¥ ç   ­ ¨ ¥ 1.4. � ¤ ­­®© à ¡®â¥ ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® ¢á¥ ®¯¥à -

æ¨¨ ­ ¤ ®â­®è¥­¨ï¬¨ ¨§ ª« áá  K ¨¬¥îâ ª®­¥ç­ãî  à­®áâì (â ª ®¯¥à æ¨ï

f â¨¯  (A1; :::; An;B) ¨¬¥¥â  à­®áâì n ), ªà®¬¥ â¥®à¥â¨ª® ¬­®¦¥áâ¢¥­­ëå

®¯¥à æ¨©, ª®â®àë¥ ¨¬¥îâ  à­®áâì I ¯à®¨§¢®«ì­®© ¬®é­®áâ¨. �¨¯ë íâ¨å

â¥®à¥â¨ª® ¬­®¦¥áâ¢¥­­ëå ®¯¥à æ¨© ¨¬¥îâ ¢¨¤ (A; :::; A| {z }
I

;A). �ãé¥áâ¢®¢ -

­¨¥ ¡¥áª®­¥ç­ëå â¥®à¥â¨ª® ¬­®¦¥áâ¢¥­­ëå ®¯¥à æ¨© ¯® «î¡®¬ã ¬­®¦¥áâ¢ã

ï¢«ï¥âáï â¥å­¨ç¥áª¨¬ âà¥¡®¢ ­¨¥¬ ¤ ­­®© à ¡®âë.
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2 �¯à¥¤¥«¥­¨¥ K  «£¥¡à

�ãáâì § ¤ ­ ª« áá ®¯¥à æ¨© ­ ¤ ®â­®è¥­¨ï¬¨ K, ®¡« ¤ îé¨© á¢®©áâ¢ ¬¨

K1|K4.

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ 2.1. �«£¥¡à®© R ­ ¤ K ¨«¨ K- «£¥¡à®© ­ §ë¢ ¥âáï

á«¥¤ãîé¥¥ á®¯®áâ ¢«¥­¨¥:

ª ¦¤®¬ã ­ ¡®àã  âà¨¡ãâ®¢ A á®¯®áâ ¢«ï¥âáï ¡ã«¥¢   «£¥¡à  R(A) á

¡¥áª®­¥ç­ë¬¨ ®¡ê¥¤¨­¥­¨ï¬¨, ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï¬¨ ¨ à §­®áâìî ¬¥¦¤ã í«¥¬¥­-

â ¬¨;

ª ¦¤®© ®¯¥à æ¨¨ f 2 K(A1; :::; An;B) á®¯®áâ ¢«ï¥âáï ®â®¡à ¦¥­¨¥

�f : R(A1)� :::�R(An)!R(B):

�à¨ç¥¬ á®¯®áâ ¢«¥­¨¥ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â á«¥¤ãîé¨¬ ãá«®¢¨ï¬,

R1). �ã«¥¢®© (¯ãáâ®©) ®¯¥à æ¨¨ ;(A1; :::; An;B) á®¯®áâ ¢«ï¥âáï ¯®áâ®-

ï­­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥

�; : R(A1)� :::�R(An)! R(B):

¢ ­ã«¥¢®© í«¥¬¥­â ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë R(B).

R2). �¯¥à æ¨ï¬ xi(A1; :::; An;Ai) á®¯®áâ ¢«ïîâáï ¯à®¥ªæ¨¨ ­  i-ë¥

ª®®à¤¨­ âë, â® ¥áâì

�xi = pri : R(A1)� :::�R(An)! R(Ai):

R3). �«ï «î¡®£® ¬­®¦¥áâ¢  ®¯¥à æ¨©

fi(A1; :::; An;B) 2 K(A1; :::; An;B); i 2 I;

¨¬¥îâáï à ¢¥­áâ¢  ®â®¡à ¦¥­¨©

[

i2I

fi(A1; :::; An;B) =
[

i2I

fi(A1; :::; An;B);

\

i2I

fi(A1; :::; An;B) =
\

i2I

fi(A1; :::; An;B);

f1(A1; :::; An;B) n f2(A1; :::; An;B) = f1(A1; :::; An;B) n f2(A1; :::; An;B):
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R4). �«ï «î¡®© ®¯¥à æ¨¨ g 2 K(A1; :::; An;B1; :::; Bk) ç¥à¥§ �g ®¡®§­ -

ç¨¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥

�g : R(A1)� :::�R(An)!R(B1)� :::�R(Bk);

§ ¤ ­­®¥ á®®â­®è¥­¨ï¬¨

pri � �g = �xi(B1; :::; Bk;Bi) � �g; ¤«ï i = 1; :::; k:

�®£¤ , ¥á«¨ g 2 K(A1; :::; An;B1; :::; Bk) ¨ f 2 K(B1; :::; Bk;C), â® f � g =
�f � �g.

� à ¨ ¬ ¥ à 2.1. �¥à¥§ D ®¡®§­ ç¨¬ K- «£¥¡àã, ¢ ª®â®à®© ­ ¡®àã  âà¨-

¡ãâ®¢ A á®¯®áâ ¢«ï¥âáï ¡ã«¥¢   «£¥¡à  ¢á¥å ®â­®è¥­¨© D(A) á ­ ¡®à®¬

 âà¨¡ãâ®¢ A,   ®¯¥à æ¨ï¬ f 2 K á®¯®áâ ¢«ïîâáï ®­¨ á ¬¨.

�à®¢¥àª  ãá«®¢¨© R1|R4 ®ç¥¢¨¤­  ¨ á«¥¤ã¥â ¨§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¨

á¢®©áâ¢ ®¯¥à æ¨© ª« áá  K.

� ¤ «ì­¥©è¥¬ K- «£¥¡àã D ¬ë ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì K- «£¥¡à®© ®â­®è¥­¨©

¨«¨ K- «£¥¡à®© ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­ëå ®â­®è¥­¨©.

� à ¨ ¬ ¥ à 2.2. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ K[C1; :::; Cl] ¤«ï ä¨ªá¨à®¢ ­­®£® ¬­®-

¦¥áâ¢  ­ ¡®à®¢  âà¨¡ãâ®¢ fC1; :::; Clg á«¥¤ãîé¨© ®¡ê¥ªâ. �«ï ª ¦¤®£® ­ -

¡®à   âà¨¡ãâ®¢ A ¯®«®¦¨¬ K[C1; :::; Cl](A) = K(C1; :::; Cl;A). �«ï «î¡®©

®¯¥à æ¨¨ f(A1; :::; An;B) ¨ «î¡ëå ki 2 K[C1; :::; Cl](Ai) = K(C1; :::; Cl;Ai),

¤«ï i = 1; :::; n, ¯®«®¦¨¬

�f(k1; :::; kn)
def
= f � k 2 K(C1; :::; Cl;B) = K[C1; :::; Cl](B);

£¤¥ k | ®¯¥à æ¨ï ¨§ K(C1; :::; Cl;A1; :::; An) â ª ï, çâ® xi � k = ki ¤«ï

i = 1; :::; n.

�®ª ¦¥¬, çâ® K(C1; :::; Cl) ï¢«ï¥âáï K- «£¥¡à®©. �«ï íâ®£® ­ã¦­®

¯à®¢¥à¨âì ¢ë¯®«­¥­¨¥ ãá«®¢¨© R1| R4. �á«®¢¨ï R1, R2, R3 ®ç¥¢¨¤­ë¬

®¡à §®¬ á«¥¤ãîâ ¨§ ®¯à¥¤¥«¥­¨© ¨ á¢®©áâ¢ ª« áá  ®¯¥à æ¨© K. �á«®¢¨¥

R4 â ª¦¥ á«¥¤ã¥â ¨§ ®¯à¥¤¥«¥­¨© ¨ á¢®©áâ¢   áá®æ¨ â¨¢­®áâ¨ ª®¬¯®§¨æ¨¨

®¯¥à æ¨©.

�ãáâì R | ¯à®¨§¢®«ì­ ï K- «£¥¡à . � ¤ «ì­¥©è¥¬ §­ ç¥­¨¥ ®â®¡à -

¦¥­¨ï
�f : R(A1)� :::�R(An)!R(B);

á®¯®áâ ¢«¥­­®£® ®¯¥à æ¨¨ f 2 K(A1; :::; An;B) ­  í«¥¬¥­â¥ (R1; :::; Rn) 2

R(A1)� :::�R(An), ¬ë ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì ç¥à¥§ f(R1; :::; Rn) ¡¥§ ç¥àâ®çª¨

á¢¥àåã.
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�   ¬ ¥ ç   ­ ¨ ¥ 2.1. � ¨­ä®à¬ æ¨®­­ëå á¨áâ¥¬ å à¥«ïæ¨®­­®£® â¨¯  ¢

ª ¦¤ë© ¬®¬¥­â ¢à¥¬¥­¨ åà ­¨âáï ¢ â®¬ ¨«¨ ¨­®¬ ¢¨¤¥ ­¥ª®â®à®¥ ¬­®¦¥-

áâ¢® ®â­®è¥­¨© r1(A1); :::; rn(An), ¨¬¥­  ª®â®àëå R1; :::; Rn ¨§¢¥áâ­ë ¯®«ì-

§®¢ â¥«î á¨áâ¥¬ë. �®«ì§®¢ â¥«ì ä®à¬ã«¨àã¥â § ¯à®á á ¯®¬®éìî ®¯¥à -

æ¨© ¨§ ¯à¨­ïâ®£® ¢ ¤ ­­®© ¨­ä®à¬ æ¨®­­®© á¨áâ¥¬¥ ª« áá  K, ¯à¨¬¥­ï¥¬ëå

ª ¨¬¥­ ¬ R1; :::; Rn ¢ ¢¨¤¥ f(R1; :::; Rn), £¤¥ f 2 K(A1; :::; An;B). �â¢¥â®¬

­  ¤ ­­ë© § ¯à®á ¢ ¤ ­­ë© ¬®¬¥­â ï¢«ï¥âáï ®â­®è¥­¨¥ r(B) = f(r1; :::; rn).

�­®¦¥áâ¢® ¢á¥å § ¯à®á®¢ ff(R1; :::; Rn)g á â®ç­®áâìî ¤® ®¡êï¢«¥­­ëå á®®â-

­®è¥­¨© ¬¥¦¤ã ­¨¬¨ ®¡à §ã¥â K- «£¥¡àã, ª®â®à ï ­ §ë¢ ¥âáï K- «£¥¡à®©

¤ ­­®© ¨­ä®à¬ æ¨®­­®© á¨áâ¥¬ë.

�   ¬ ¥ ç   ­ ¨ ¥ 2.2. �  ï§ëª¥ â¥®à¨¨ ª â¥£®à¨© ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ K- «£¥¡àë

¬®¦­® ¯¥à¥äà §¨à®¢ âì á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. � áá¬®âà¨¬ ª â¥£®à¨î ®¯¥-

à æ¨© ­ ¤ ®â­®è¥­¨ï¬¨ K (¢ â®¬ ç¨á«¥, ¨ â¥®à¥â¨ª® ¬­®¦¥áâ¢¥­­ëå ®¯¥-

à æ¨©). �«£¥¡à®© R ­ ¤ K ­ §ë¢ ¥âáï äã­ªâ®à R : K ! Set ¨§ ª â¥£®à¨¨

K ¢ ª â¥£®à¨î ¬­®¦¥áâ¢ Set, ª®â®àë© ¯àï¬®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ®¡ê¥ªâ®¢ ¯¥-

à¥¢®¤¨â ¢ ¤¥ª àâ®¢® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¬­®¦¥áâ¢,   ¯®áâ®ï­­ë¥ ®¯¥à æ¨¨ (â¨¯ 

;) | ¢ ¯®áâ®ï­­ë¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï ¬­®¦¥áâ¢. �â® ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ á®®â¢¥âáâ¢ã¥â

®¯à¥¤¥«¥­¨î �®¢¥à  [63]  «£¥¡àë ­ ¤ ¯à®¨§¢®«ì­®© ª â¥£®à¨¥© á ¯à®¨§¢¥-

¤¥­¨ï¬¨. �§ãç ¥¬ë¥ ¢ ¤ ­­®© à ¡®â¥  «£¥¡àë ¬®¦­® à áá¬ âà¨¢ âì ª ª

¬­®£®®á­®¢­ë¥ ( ® ¬­®£®®á­®¢­ëå  «£¥¡à å ­  àãááª®¬ ï§ëª¥ á¬. [15, 28]),

£¤¥ ª ¦¤®¥R(A) ¤«ï ­ ¡®à   âà¨¡ãâ®¢ A ï¢«ï¥âáï ®á­®¢ ­¨¥¬ ¬­®£®®á­®¢-

­®©  «£¥¡àë R.
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3 �®¬®¬®àä¨§¬ë ¨ ¨¤¥ «ë K- «£¥¡à

�ãáâì R1 ¨ R2 | K- «£¥¡àë. �®£¤  £®¬®¬®àä¨§¬ë ¡ã«¥¢ëå  «£¥¡à jA :

R1(A)! R2(A), § ¤ ­­ë¥ ¤«ï ª ¦¤®£® ­ ¡®à   âà¨¡ãâ®¢ A, ­ §ë¢ îâáï

K-£®¬®¬®àä¨§¬®¬  «£¥¡à j : R1 ! R2, ¥á«¨ ¤«ï «î¡®© ®¯¥à æ¨¨ f 2

K(A1; :::; An;B) ¨ «î¡ëå Ri 2 R1(Ai), ¤«ï i = 1; :::; n, ¢ë¯®«­ï¥âáï

á®®â­®è¥­¨¥

jB(f(R1; :::; Rn)) = f(jA1
(R1); :::; jAn(Rn)):

� ç áâ­®áâ¨, K-£®¬®¬®àä¨§¬ ¯¥à¥¢®¤¨â ¯ãáâ®© í«¥¬¥­â R1(A) ¢ ¯ãáâ®©

í«¥¬¥­â R2(A).

�®¤¬­®¦¥áâ¢  j�1A (;) � R1(A) ¤«ï ¢á¥å ­ ¡®à®¢  âà¨¡ãâ®¢ A ­ §ë¢ -

¥âáï ï¤à®¬ £®¬®¬®àä¨§¬  j ¨ ®¡®§­ ç ¥âáï ç¥à¥§ Ker(j).

�¥¬¥©áâ¢® ¨¤¥ «®¢ J (A) � R(A) ¡ã«¥¢ëå  «£¥¡à R(A), ¤«ï ¢á¥å

­ ¡®à®¢  âà¨¡ãâ®¢ A, ­ §ë¢ ¥âáï ¨¤¥ «®¬ K- «£¥¡àë ¨ ®¡®§­ ç ¥âáï ç¥à¥§

J , ¥á«¨ ¤«ï «î¡®© ®¯¥à æ¨¨ f 2 K(A1; :::; An;B) ¨ «î¡ëå í«¥¬¥­â®¢

Ri 2 R(Ai) ¨ Ji 2 J (Ai), £¤¥ i = 1; :::; n, ¢ë¯®«­ï¥âáï á®®â­®è¥­¨¥

f(R1 + J1; :::Rn + Jn) + f(R1; :::; Rn) 2 J (B);

£¤¥ §­ ª®¬ ¯«îá (+) ®¡®§­ ç¥­  ®¯¥à æ¨ï á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®© à §­®áâ¨ ¬¥¦¤ã

í«¥¬¥­â ¬¨ ¢ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë, â® ¥áâì a+ b
def
= (a n b)[

(b n a).

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 3.1. �ãáâì J | ¨¤¥ « K- «£¥¡àë R, ¨ f |

®¯¥à æ¨ï ¨§ K(A1; :::; An+k; B) â ª ï, çâ®

f(x1(A1; :::; An;A1); :::; xn(A1; :::; An;An);

;(A1; :::; An;An+1); :::; ;(A1; :::; An;An+k)) =

= ;(A1; :::; An;B):

�®£¤  ¤«ï «î¡ëå Ri 2 R(Ai), i = 1; :::; n ¨ Jl 2 J (An+l), £¤¥ l = 1; :::; k,

í«¥¬¥­â f(R1; :::Rn; J1; :::; Jk) ¯à¨­ ¤«¥¦¨â J (B).

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �®«®¦¨¬ R01 = R1; :::; R
0

n = Rn; R
0

n+1 =

;; :::; R0n+k = ; ¨ J 01 = ;; :::; J 0n = ;; J 0n+1 = J1; :::; J
0

n+k = Jk. �®£¤ , ¯®

®¯à¥¤¥«¥­¨î ¨¤¥ «  K- «£¥¡àë, ¨¬¥¥¬:

f(R01 + J 01; :::; R
0

n+k + J 0n+k) + f(R01; :::; R
0

n+k) 2 J (B):
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� ¤àã£®© áâ®à®­ë, ¨¬¥¥¬:

f(R01 + J 01; :::R
0

n+k + J 0n+k) + f(R01; :::; R
0

n+k) =

= f(R1; :::; Rn; J1; :::; Jk) + f(R1; :::; Rn; ;; :::; ;) =

= f(R1; :::; Rn; J1; :::; Jk);

â ª ª ª, á®£« á­® ãá«®¢¨î, ¢â®à®¥ á« £ ¥¬®¥ f(R1; :::; Rn; ;; :::; ;) = ;:

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 3.2. �ãáâì J | ¨¤¥ « ¢ K- «£¥¡à¥ R. �®£¤  ¢

®¡ê¥ªâ¥, á®¯®áâ ¢«ïîé¥¬ ª ¦¤®¬ã ­ ¡®àã  âà¨¡ãâ®¢ A ¡ã«¥¢ã  «£¥¡àã

R(A)=J (A), ¥áâ¥áâ¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬ ¢¢®¤¨âáï áâàãªâãà  K- «£¥¡àë â ª,

çâ® ®â®¡à ¦¥­¨¥ R !R(A)=J (A) ï¢«ï¥âáï £®¬®¬®àä¨§¬®¬ K- «£¥¡à.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¯ãáâì [Ri] 2 R(Ai)=J (Ai), i =

1; :::; n, | á¬¥¦­ë¥ ª« ááë, ®¯à¥¤¥«¥­­ë¥ í«¥¬¥­â ¬¨ Ri 2 R(Ai). �ãáâì

f(A1; :::; An; B) | ®¯¥à æ¨ï. �¯à¥¤¥«¨¬ f([R1]; :::; [Rn]) | ª ª á¬¥¦­ë©

ª« áá ¢ R(Ai)=J (Ai), ®¯à¥¤¥«¥­­ë© í«¥¬¥­â®¬ f(R1; :::; Rn). �®ª ¦¥¬

ª®àà¥ªâ­®áâì íâ®£® ®¯à¥¤¥«¥­¨ï. �ãáâì R1 + J1; :::; Rn + Jn | ¤àã£®©

­ ¡®à ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«¥© â¥å ¦¥ á¬¥¦­ëå ª« áá®¢. �®£¤ , ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î

¨¤¥ « ,

f(R1 + J1; :::; Rn + Jn) + f(R1; :::; Rn) 2 J (B);

â® ¥áâì í«¥¬¥­âë f(R1 + J1; :::; Rn + Jn) ¨ f(R1; :::; Rn) ®¯à¥¤¥«ïîâ ®¤¨­

¨ â®â ¦¥ í«¥¬¥­â ¢ R(B)=J (B). �¥£ª® ¢¨¤¥âì, ªà®¬¥ â®£®, çâ® â ª

®¯à¥¤¥«¥­­®¥ ¤¥©áâ¢¨¥ ®¯¥à æ¨© ­  R=J ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨ï¬ R1 |

R4, â® ¥áâì R=J ï¢«ï¥âáï K- «£¥¡à®©.

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 3.3. �¤à® Ker(j) £®¬®¬®àä¨§¬  K- «£¥¡à

j : R1 ! R2 ï¢«ï¥âáï ¨¤¥ «®¬.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �ãáâì Ri 2 R(Ai), Ji 2 j
�1
Ai (;), ¤«ï i = 1; :::; n,

¨ f(A1; :::; An; B) | ¯à®¨§¢®«ì­ ï ®¯¥à æ¨ï ª« áá  K. � áá¬®âà¨¬

jB(f(R1 + J1; :::; Rn + Jn) + f(R1; :::; Rn)) =

= jB(f(R1 + J1; :::; Rn + Jn)) + jB(f(R1; :::; Rn)) =

= f(jA1
(R1 + J1); :::; jAn(Rn + Jn)) + f(jA1

(R1); :::; jAn(Rn)) =

= f(jA1
(R1); :::; jAn(Rn)) + f(jA1

(R1); :::; jAn(Rn)) = ;;

£¤¥ ¢á¥ à ¢¥­áâ¢  ¡ë«¨ ¯®«ãç¥­ë ­  ®á­®¢ ­¨¨ á¢®©áâ¢  £®¬®¬®àä¨§¬ 

K- «£¥¡à. �âáî¤ ,

f(R1 + J1; :::; Rn + Jn) + f(R1; :::; Rn) 2 j
�1
B (;):

26



� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 3.4. �á«¨ j : R1 ! R2 | £®¬®¬®àä¨§¬

¨ J1 � R1, J2 � R2 | ¨¤¥ «ë K- «£¥¡à â ª¨¥, çâ® j(J1) � J2, â®

áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­ë© £®¬®¬®àä¨§¬ j 0 : R1=J1 ! R2=J2, ¤¥« îé¨©

á«¥¤ãîéãî ¤¨ £à ¬¬ã ª®¬¬ãâ â¨¢­®©:

R1 �! R1=J1
j # # j 0

R2 �! R1=J2

�®ª § â¥«ìáâ¢® ®ç¥¢¨¤­®.

�®¤ «£¥¡à®© R1 � R2  «£¥¡àë R2 ­ §ë¢ ¥âáï á¥¬¥©áâ¢® ¯®¤ «£¥¡à

R1(A) � R2(A) ¡ã«¥¢ëå  «£¥¡à R2(A) ¤«ï ¢á¥å ­ ¡®à®¢  âà¨¡ãâ®¢ A,

§ ¬ª­ãâ®¥ ®â­®á¨â¥«ì­® ®¯¥à æ¨© ª« áá  K.

�ãáâì S = fRigi2I | ¬­®¦¥áâ¢® í«¥¬¥­â®¢ K- «£¥¡àë R, â® ¥áâì

Ri 2 R(Ai), ¤«ï i 2 I. �¥à¥§ RfSg ®¡®§­ ç¨¬ ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥ ¢á¥å ¯®¤ «£¥¡à

¢ R, á®¤¥à¦ é¨å S. �ç¥¢¨¤­®, çâ® RfSg | ¯®¤ «£¥¡à  ¢ R. �âã

¯®¤ «£¥¡àã ­ §ë¢ îâ ¯®¤ «£¥¡à®©, ¯®à®¦¤¥­­®© ¬­®¦¥áâ¢®¬ í«¥¬¥­â®¢

S.

� à ¨ ¬ ¥ à 3.1. � áá¬®âà¨¬  «£¥¡àã ®â­®è¥­¨© D ¯à¨¬¥à  2.1.

�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ E ¯®¤ «£¥¡àã  «£¥¡àë D, ¯®à®¦¤¥­­ãî ­ ¨¡®«ìè¨¬¨

®â­®è¥­¨ï¬¨ | í«¥¬¥­â ¬¨ ¢¨¤  Da1 � ::: � Dan 2 D(A) ¤«ï ª ¦¤®£®

­ ¡®à   âà¨¡ãâ®¢ A = fa1; :::; ang, £¤¥ Dai | ¬­®¦¥áâ¢® ¢®§¬®¦­ëå

§­ ç¥­¨©  âà¨¡ãâ  ai. �«£¥¡à  E ­ §ë¢ ¥âáï K- «£¥¡à®© ¥¤¨­¨æ.

�á«¨ R = RfSg, â® £®¢®àïâ, çâ® S ï¢«ï¥âáï ¬­®¦¥áâ¢®¬ ®¡à §ãîé¨å

K- «£¥¡àë R. �á«¨ S | ª®­¥ç­®, â® £®¢®àïâ, çâ® R ª®­¥ç­® ¯®à®¦¤¥­ .

� ¬¥â¨¬, çâ®, ª ª ¨ ¢ á«ãç ¥ ª®«¥æ, £®¬®¬®àä¨§¬ K- «£¥¡à ®¤­®§­ ç­®

®¯à¥¤¥«ï¥âáï á¢®¨¬ ¤¥©áâ¢¨¥¬ ­  ®¡à §ãîé¨¥. �¬¥­­®, ¯ãáâì j : R1 !R2

| £®¬®¬®àä¨§¬ K- «£¥¡à, ¨ ¯ãáâì S |¬­®¦¥áâ¢® ®¡à §ãîé¨å K- «£¥¡àë

R1. �®£¤  ­¥ áãé¥áâ¢ã¥â £®¬®¬®àä¨§¬  ¨§ R1 ¢ R2, ®â«¨ç­®£® ®â j ¨

á®¢¯ ¤ îé¥£® á j ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ S.

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 3.5. �ãáâì j : R1 !R2 | £®¬®¬®àä¨§¬ K- «£¥¡à.

�®£¤  ®¡à § j(R1) | ¯®¤ «£¥¡à  ¢ R2.

�®ª § â¥«ìáâ¢® ®ç¥¢¨¤­®.

�¥à¥©¤¥¬, â¥¯¥àì, ª ¯®áâà®¥­¨î á¢®¡®¤­ëå K- «£¥¡à. � áá¬®âà¨¬ K-

 «£¥¡àã K[C1; :::; Cl] (¯à¨¬¥à 2.2.).

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 3.6. �«¥¬¥­âë Xi

def
= xi(C1; :::; Cl; Ci), £¤¥

xi(C1; :::; Cl; Ci) 2 K[C1; :::; Cl](Ci), ¤«ï i = 1; :::; l, ï¢«ïîâáï ®¡à §ãîé¨¬¨

K- «£¥¡àë K[C1; :::; Cl].
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� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �ãáâì R 2 K[C1; :::; Cl](A). �®£¤ ,

¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î (á¬. ¯à¨¬¥à 2.2), R = g ¤«ï ­¥ª®â®à®© ®¯¥à æ¨¨ g 2

K(C1; :::; Cl; A). � ¤àã£®© áâ®à®­ë, ¨¬¥¥¬:

R = g = g(x1(C1; :::; Cl; C1); :::; xl(C1; :::; Cl; Cl)) = g(X1; :::;Xl):

�® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ¯®¤ «£¥¡àë, ¥á«¨ ¯®¤ «£¥¡à   «£¥¡àë K[C1; :::; Cl] á®-

¤¥à¦¨â í«¥¬¥­âë X1; :::;Xn, â® ®­  á®¤¥à¦¨â í«¥¬¥­â R = g(X1; :::;Xl).

� ª ª ª R | ¯à®¨§¢®«ì­ë© í«¥¬¥­â, â® X1; :::;Xn | ®¡à §ãîé¨¥  «£¥¡àë

K[C1; :::; Cl].

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 3.7. �ãáâì R | ¯à®¨§¢®«ì­ ï K- «£¥¡à  ¨

Ri 2 R(Ci), ¤«ï i = 1; :::; l | ¥¥ «î¡ë¥ í«¥¬¥­âë. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â

¥¤¨­áâ¢¥­­ë© K-£®¬®¬®àä¨§¬

j : K[C1; :::; Cl]!R

â ª®©, çâ® j(Xi) = Ri, ¤«ï i = 1; :::; l.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �«ï g 2 K[C1; :::; Cl](A) = K(C1; :::; Cl; A)

¯®«®¦¨¬ j(g) = g(R1; :::; Rl). �®ª ¦¥¬, çâ® ¯®áâà®¥­­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ ¥áâì

£®¬®¬®àä¨§¬ ¡ã«¥¢ëå  «£¥¡à. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¯ãáâì fgi(C1; :::; Cl; A)gi2I
| ¬­®¦¥áâ¢® í«¥¬¥­â®¢ K[C1; :::; Cl](A). �®£¤ 

j(
[

i2I

gi) = (
[

i2I

gi)(R1; :::; Rl) =
[

i2I

gi(R1; :::; Rl):

�®á«¥¤­¥¥ à ¢¥­áâ¢® á«¥¤ã¥â ¨§ â®£®, çâ®R| íâ®K- «£¥¡à  ¨ ¯®íâ®¬ã

ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î R3. �­ «®£¨ç­® ¤®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥

¯¥à¥å®¤¨â ¢ ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥ ¨ à §­®áâì ¢ à §­®áâì. �ãáâì, â¥¯¥àì, f 2

K(A1; ::; An; B) ¨ gi | ¯à®¨§¢®«ì­ë¥ í«¥¬¥­âë K(C1; :::; Cl; Ai), ¤«ï

i = 1; :::; n. �®£¤ ,

j(f(g1; :::; gn)) = f(g1; :::; gn)(R1; :::; Rl) = f � g(R1; :::; Rl):

� ª ª ª R | K- «£¥¡à  ¨ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â á¢®©áâ¢ã R4, â® ¯®á«¥¤­¥¥

¢ëà ¦¥­¨¥ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥:

f(g1(R1; :::; Rl); :::; gn(R1; :::; Rl)) = f(j(g1); :::; j(gn)):

�¥¬ á ¬ë¬ ¤®ª § ­®, çâ® j | £®¬®¬®àä¨§¬. �¤¨­áâ¢¥­­®áâì â ª®£®

£®¬®¬®àä¨§¬  á«¥¤ã¥â ¨§ â®£®, çâ® X1; :::;Xl | ®¡à §ãîé¨¥ K- «£¥¡àë

K[C1; :::; Cl].
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�«£¥¡à  K[C1; :::; Cl] ¡ã¤¥â ¢ ¤ «ì­¥©è¥¬ ­ §ë¢ âìáï á¢®¡®¤­®© K-

 «£¥¡à®© á ®¡à §ãîé¨¬¨ X1; :::;Xl.

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 3.8. �ãáâì Ri 2 R(Ai), ¤«ï i = 1; :::; n,

| ®¡à §ãîé¨¥ K- «£¥¡àë R. �®£¤  ¤«ï «î¡®£® í«¥¬¥­â  R 2 R(B)

­ ©¤¥âáï â ª ï ®¯¥à æ¨ï f 2 K(A1; :::; An; B), çâ® R = f(R1; :::; Rn).

�â® ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® á«¥¤ã¥â ¨§ ãâ¢¥à¦¤¥­¨© 3.7 ¨ 3.6.

�ãáâì M = fJigi2I | ¬­®¦¥áâ¢® í«¥¬¥­â®¢ K- «£¥¡àë R, â® ¥áâì

Ji 2 R(Ai), ¤«ï i 2 I. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ J fMg ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥ ¢á¥å ¨¤¥ «®¢

R, á®¤¥à¦ é¨å M . �ç¥¢¨¤­®, çâ® J fMg | ¨¤¥ « K- «£¥¡àë R. �¤¥ «

J fMg ­ §ë¢ ¥âáï ¨¤¥ «®¬, ¯®à®¦¤¥­­ë¬ í«¥¬¥­â ¬¨ ¬­®¦¥áâ¢  M ,  

á ¬® ¬­®¦¥áâ¢® M ­ §ë¢ ¥âáï ¬­®¦¥áâ¢®¬ ®¡à §ãîé¨å ¨¤¥ «  J fMg.

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 3.9. �ãáâì R | K- «£¥¡à , ¯®à®¦¤¥­­ ï í«¥¬¥­-

â ¬¨ Ri 2 R(Ai), ¤«ï i = 1; :::; n, ¨ J | ¨¤¥ «, ¯®à®¦¤¥­­ë© ª®­¥ç­ë¬

¬­®¦¥áâ¢®¬ M = fJsgs2I í«¥¬¥­â®¢ Js 2 R(An+s), s = 1; :::; k. �®£¤  ¤«ï

ª ¦¤®£® ­ ¡®à   âà¨¡ãâ®¢ B ¬­®¦¥áâ¢® í«¥¬¥­â®¢ ¢¨¤  J fMg(B) ¢ â®ç­®-

áâ¨ á®¢¯ ¤ ¥â á ¬­®¦¥áâ¢®¬ J 0(B) í«¥¬¥­â®¢ ¢¨¤  f(R1; :::; Rn; J1; :::; Jk),

£¤¥ f 2 K(A1; :::; An+k; B) | ¯à®¨§¢®«ì­ ï ®¯¥à æ¨ï, ®¡« ¤ îé ï á«¥¤ã-

îé¨¬ á¢®©áâ¢®¬:

f(x1(A1; :::An; A1); :::; xn(A1; :::An; An);

;(A1; :::; An; An+1); :::; ;(A1; :::An; An+k)) = ;(A1; :::An; B):

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 3.1, í«¥¬¥­âë ¢¨¤ 

f(R1; :::; Rn; J1; :::; Jk), £¤¥ ®¯¥à æ¨ï f ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î ãâ¢¥à¦¤¥-

­¨ï 3.9, ¯à¨­ ¤«¥¦ â «î¡®¬ã ¨¤¥ «ã, á®¤¥à¦ é¥¬ã í«¥¬¥­âë J1; :::; Jk.

�áâ «®áì ¯®ª § âì, çâ® J 0 | ¨¤¥ «. �«ï á®ªà é¥­¨ï § ¯¨á¨ ¡ã¤¥¬ ¯¨á âì

¯à®áâ® xi ¢¬¥áâ® xi(A1; :::; An; Ai) ¨ ; ¢¬¥áâ® ;(A1; :::; An; B), ¥á«¨ â¨¯

®¯¥à æ¨¨ ¨§¢¥áâ¥­ ¨§ ª®­â¥ªáâ . �®ª ¦¥¬, á­ ç « , çâ® J 0(B) | ¨¤¥ «

¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë R0(B). �ãáâì fJ 0i = f(R1; :::; Rn; J1; :::; Jk)gi2I | ¯à®¨§-

¢®«ì­®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® ¢ J 0(B). �¬¥¥¬S
i2I

J 0i =
S
i2I

fi(R1; :::; Rn; J1; :::; Jk) = (â ª ª ª R | K- «£¥¡à  ¨ ¢ë¯®«-

­ï¥âáï ãá«®¢¨¥ R3) = (
S
i2I

fi)(R1; :::; Rn; J1; :::; Jk). � ¤àã£®© áâ®à®­ë,

(
[

i2I

fi)(x1; :::; xn; ;; :::; ;) =
[

i2I

fi(x1; :::; xn; ;; :::; ;) =
[

i2I

; = ;:

�âáî¤ ,
S
i2I

J 0i 2 J
0(B). �ãáâì, â¥¯¥àì, J 0 = f(R1; :::; Rn; J1; :::; Jk) 2
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J 0(B) ¨ R0 | ¯à®¨§¢®«ì­ë© í«¥¬¥­â R(B). �®ª ¦¥¬, çâ® J 0
T
R0 2

J 0(B). � ª ª ª R1; :::; Rn | ®¡à §ãîé¨¥ K- «£¥¡àë R, â®, á®£« á­®

ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 3.8, áãé¥áâ¢ã¥â ®¯¥à æ¨ï g 2 K(A1; :::An B) â ª ï, çâ®

R0 = g(R1; :::; Rn). �®£¤ 

J 0 \R0 = f(R1; :::; Rn; J1; :::; Jk) \ g(R1; :::; Rn) =

= (f \ g)(R1; :::; Rn; J1; :::; Jk):

� ¤àã£®© áâ®à®­ë, ¨¬¥¥¬:

(f \ g)(x1; :::; xn; ;; :::; ;) = f(x1; :::; xn; ;; :::; ;)
\
g(x1; :::; xn) =

= ;
\
g(x1; :::; xn) = ;:

�âáî¤ , J 0
T
R0 2 J 0(B). �â ª, ¤®ª § ­®, çâ® J 0(B) ¨¤¥ « ¡ã«¥¢®©

 «£¥¡àë R(B).

�«ï § ¢¥àè¥­¨ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï à áá¬®âà¨¬ ¤«ï ¯à®¨§-

¢®«ì­®© ®¯¥à æ¨¨ F 2 K(B1; :::; Bs; C) ¨ ¯à®¨§¢®«ì­ëå í«¥¬¥­â®¢ R0j 2

R(Bj), J
0

j 2 J
0(Bj) ¢ëà ¦¥­¨¥ F (R

0

1 + J 01; :::; R
0

s + J 0s) + F (R01; :::; R
0

s): � ª

ª ª R1; :::; Rn | ®¡à §ãîé¨¥ K- «£¥¡àë R, â®, á®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 3.8,

­ ©¤ãâáï ®¯¥à æ¨¨ gj 2 K(A1; :::; An; Bj) â ª¨¥,çâ® R
0

j = gj(R1; :::; Rn),

¤«ï j = 1; :::; s. �® ®¯à¥¤¥«¥­¨î J 0, í«¥¬¥­âë J 0j 2 J
0(B) ¨¬¥îâ ¢¨¤

J 0j = fj(R1; :::; Rn; J1; :::; Jk), £¤¥ ®¯¥à æ¨¨ fj 2 K(A1; :::; An+k;B), ¤«ï

j = 1; :::; s, â ª¨¥, çâ® fj(x1; :::; xn; ;; :::; ;) = ;; ¤«ï j = 1; :::; s:

�â ª, ¨¬¥¥¬:

F (R01 + J 01; :::; R
0

s + J 0s) + F (R01; :::; R
0

s) =

= F (g1(R1; :::; Rn) + f1(R1; :::; Rn; J1; :::; Jk); :::

:::; gs(R1; :::; Rn) + fs(R1; :::; Rn; J1; :::; Jk)) +

+F (g1(R1; :::; Rn); :::; gs(R1; :::; Rn)):

�¡®§­ ç¨¬ ®¯¥à æ¨î ®â R1; :::; Rn; J1; :::; Jk, § ¯¨áì ª®â®à®© ¥áâì ¢áï ¯à ¢ ï

ç áâì ¯®á«¥¤­¥£® à ¢¥­áâ¢ , ç¥à¥§ � 2 K(A1; :::; An+k; C):

� ¤àã£®© áâ®à®­ë, ¨¬¥¥¬:

�(x1; :::; xn; ;; :::; ;) =

= F (g1(x1; :::; xn) + f1(x1; :::; xn; ;; :::; ;); :::;
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gs(x1; :::; xn) + fs(x1; :::; xn; ;; :::; ;)) +

+F (g1(x1; :::; xn); :::; gs(x1; :::; xn)) =

= F (g1(x1; :::; xn) + ;; :::; gs(x1; :::; xn) + ;) +

+F (g1(x1; :::; xn); :::; gs(x1; :::; xn)) =

= F (g1(x1; :::; xn); :::; gs(x1; :::; xn)) +

+F (g1(x1; :::; xn); :::; gs(x1; :::; xn)) = ;:

�âáî¤ ,

F (R01 + J 01; :::; R
0

s + J 0s) + F (R01; :::; R
0s) = �(R1; :::; Rn; J1; :::; Jk) 2 J

0(C);

â® ¥áâì J 0 | ¨¤¥ «.
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4 � â¥£®à¨ï K- «£¥¡à

� ¤ «ì­¥©è¥¬ ¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì â®«ìª® â ª¨¥ K- «£¥¡àë, ª®â®àë¥

¯®à®¦¤ îâáï ¬­®¦¥áâ¢ ¬¨ ®¡à §ãîé¨å.

�¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® â ª¨¥ K- «£¥¡àë ¨ ¨å £®¬®¬®àä¨§¬ë ®¡à §ãîâ

ª â¥£®à¨î. �­®¦¥áâ¢® £®¬®¬®àä¨§¬®¢ ¨§ K- «£¥¡àë R1 ¢ R2 ¡ã¤¥â

®¡®§­ ç âìáï ç¥à¥§ K(R1;R2).

�á®¡® ¢ë¤¥«ï¥âáï ¬­®¦¥áâ¢® £®¬®¬®àä¨§¬®¢ S(R) = K(R;D) ¨§ K-

 «£¥¡àë R ¢ K- «£¥¡àã ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­ëå ®â­®è¥­¨© D ¯à¨¬¥à  2.1. �­®-

¦¥áâ¢® S(R) ­ §ë¢ ¥âáï ¬­®¦¥áâ¢®¬ ¨«¨ ¯à®áâà ­áâ¢®¬ ¢®§¬®¦­ëå á®áâ®-

ï­¨©  «£¥¡àë R. �â® ­ §¢ ­¨¥ á¢ï§ ­® á â¥¬, çâ®, ¥á«¨ R |  «£¥¡à 

§ ¯à®á®¢ ­¥ª®â®à®© ¨­ä®à¬ æ¨®­­®© á¨áâ¥¬ë, ¨ ¨­ä®à¬ æ¨®­­ ï á¨áâ¥¬ 

­ å®¤¨âáï ¢ ­¥ª®â®à®¬ á®áâ®ï­¨¨ S, â® ¯® ª ¦¤®¬ã § ¯à®áã R 2 R(A)

¢ë¤ ¥âáï ®â¢¥â S(R) 2 D(A), ¯à¨ç¥¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥ S : R ! D ï¢«ï¥âáï

K-£®¬®¬®àä¨§¬®¬.

�ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® R1 ¨§®¬®àä­  R2, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ãîâ £®¬®¬®àä¨§-

¬ë j1 : R1 ! R2, j2 : R2 ! R1 â ª¨¥, çâ® ¨å ª®¬¯®§¨æ¨¨ j2 � j1 = id(R1),

j1 � j2 = id(R2) ¥áâì â®¦¤¥áâ¢¥­­ë¥ £®¬®¬®àä¨§¬ë. �§®¬®àä¨§¬ K- «£¥¡à

R1 ¨ R2 ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì §­ ª®¬ � ¨ ¯¨á âì R1 � R2.

�à¨¢¨ «ì­ë¬ ã¯à ¦­¥­¨¥¬ ï¢«ï¥âáï ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¨§®¬®àä¨§¬  ¬­®-

¦¥áâ¢ á®áâ®ï­¨© S(R1) � S(R2) ¤«ï ¨§®¬®àä­ëå K- «£¥¡à R1 � R2.

�ãáâì R ¨ R0 | ¤¢¥ K- «£¥¡àë. �¥à¥§ R�R0 ®¡®§­ ç¨¬ á«¥¤ãîéãî

K- «£¥¡àã, ª®â®àãî ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì áã¬¬®© K- «£¥¡à.

� ¦¤®¬ã ­ ¡®àã  âà¨¡ãâ®¢ A á®¯®áâ ¢«ï¥âáï ¡ã«¥¢   «£¥¡à  (R �

R0)(A) = R(A) � R0(A) | ¯àï¬ ï áã¬¬  ¡ã«¥¢ëå  «£¥¡à R(A) ¨ R0(A),

â® ¥áâì í«¥¬¥­â ¬¨ (R � R0)(A) ï¢«ïîâáï ¯ àë (R;R0), £¤¥ R 2 R(A),

R0 2 R0(A),   ¢á¥ ®¯¥à æ¨¨ ¢ë¯®«­ïîâáï ¯® ª ¦¤®© ª®®à¤¨­ â¥ ®â¤¥«ì­®.

�ë¯®«­¥­¨¥ ãá«®¢¨© R1 | R4 ¯à¨ íâ®¬ âà¨¢¨ «ì­® ¯à®¢¥àï¥âáï.

�§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï áã¬¬ëR�R0 á«¥¤ã¥â, çâ® ®â®¡à ¦¥­¨ï j : R�R0! R

¨ j0 : R�R0 ! R0, á®¯®áâ ¢«ïîé¨¥ í«¥¬¥­âã (R;R0) í«¥¬¥­âë j(R;R0) =

R ¨ j0(R;R0) = R0, ï¢«ïîâáï £®¬®¬®àä¨§¬ ¬¨ K- «£¥¡à.

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 4.1. �ãáâì i1 : R00 ! R ¨ i2 : R00 ! R0 |

¯à®¨§¢®«ì­ë¥ £®¬®¬®àä¨§¬ë K- «£¥¡à. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­ë©

£®¬®¬®àä¨§¬ (i1 � i2) : R
00 ! R�R0 â ª®©, çâ® ¢ë¯®«­ïîâáï á«¥¤ãîé¨¥

à ¢¥­áâ¢  ¤«ï ª®¬¯®§¨æ¨© £®¬®¬®àä¨§¬®¢ j�(i1�i2) = i1 ¨ j
0�(i1�i2) = i2.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �ãáâì R00 2 R00(A). � ª ª ª, á®£« á­®

ãá«®¢¨î ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï j � (i1� i2)(R
00) = i1(R

00) ¨ j0 � (i1� i2)(R
00) = i2(R

00),
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â® ¨§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï £®¬®¬®àä¨§¬®¢ j ¨ j0 á«¥¤ã¥â, çâ® (i1 � i2)(R
00) =

(i1(R
00); i2(R

00)). �áâ «®áì ¯à®¢¥à¨âì, çâ® â ª ®¯à¥¤¥«¥­­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥

ï¢«ï¥âáï £®¬®¬®àä¨§¬®¬,   íâ® ®ç¥¢¨¤­®.

�¥à¥©¤¥¬ ª ®¯à¥¤¥«¥­¨î â¥­§®à­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï K- «£¥¡à. �ãáâì R

¨ R |  «£¥¡àë á ª®­¥ç­ë¬¨ ¬­®¦¥áâ¢ ¬¨ ®¡à §ãîé¨å S ¨ S0, á®®â¢¥â-

áâ¢¥­­®. � áá¬®âà¨¬ á¢®¡®¤­ãî  «£¥¡àã K[S [ S0] á ¬­®¦¥áâ¢®¬ ®¡à §ã-

îé¨å S [ S0 (á¬. ¯à¨¬¥à 2.2). �®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 3.7, çâ®¡ë § ¤ âì

£®¬®¬®àä¨§¬ ¨§ á¢®¡®¤­®©  «£¥¡àë, ¤®áâ â®ç­® â®«ìª® § ¤ âì ®â®¡à ¦¥-

­¨¥ ­  ®¡à §ãîé¨å.

�®«®¦¨¬ �p : K[S]! K[S[S0] ¨ �p0 : K[S0]!K[S[S0] | £®¬®¬®àä¨§¬ë,

§ ¤ ­­ë¥ à ¢¥­áâ¢ ¬¨ �p(s) = s, ¤«ï s 2 S ¨ �p0(s0) = s0, ¤«ï s0 2 S0.

�ãáâì j : K[S]!R ¨ j : K[S0]!R0 | £®¬®¬®àä¨§¬ë, â®¦¤¥áâ¢¥­­ë¥

­  ®¡à §ãîé¨å.

�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ J = J f�p(Ker(j)) [ �p0(Ker(j 0))g ¨¤¥ « ¢ K[S [

S 0], ¯®à®¦¤¥­­ë© í«¥¬¥­â ¬¨ ¢¨¤  �p(R) ¨ �p0(R0), £¤¥ í«¥¬¥­âë R ¨ R0

¯à¨­ ¤«¥¦ â ï¤à ¬ £®¬®¬®àä¨§¬®¢ j ¨ j0, â® ¥áâì j(R) = ; ¨ j0(R0) = ;.

�¥­§®à­ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ K- «£¥¡à R ¨R0 á ¬­®¦¥áâ¢ ¬¨ ®¡à §ãîé¨å

S ¨ S 0 ­ §ë¢ ¥âáï K- «£¥¡à  R
R0 = K[S [ S0]=J .

�®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 3.4, ¨¬¥¥¬ ª®¬¬ãâ â¨¢­ãî ¤¨ £à ¬¬ã K- «£¥¡à

¨ ¨¤¥ «®¢:

Ker(j) ! J = J f�p(Ker(j)) [ �p0(Ker(j0))g  Ker(j0)

# # #

K[S]
�p
�! K[S [ S0]

�p0

 � K[S0]

j # # j 
 j 0 # j0

R
p
�! R
R0

p0

 � R0

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 4.2. �ãáâì i1 : R ! R
00 ¨ i2 : R

0 !R00 | ¯à®¨§¢®«ì­ë¥

£®¬®¬®àä¨§¬ë K- «£¥¡à. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­ë© £®¬®¬®àä¨§¬

K- «£¥¡à i1 
 i2 : R 
 R0 ! R00 â ª®©, çâ® ª®¬¯®§¨æ¨¨ £®¬®¬®àä¨§¬®¢

(i1 
 i2) � p = i1 ¨ (i1 
 i2) � p
0 = i2.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �á«¨ £®¬®¬®àä¨§¬ i1 
 i2 áãé¥áâ¢ã¥â, â®

áª¢®§­®© £®¬®¬®àä¨§¬

i1 
 i2 : K[S [ S
0]

j
j0

! R
R
0 i1
i2
! R

00

­  ®¡à §ãîé¨å, á®£« á­® ãá«®¢¨î ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï ¨ ª®¬¬ãâ â¨¢­®áâ¨ ¯à¨-

¢¥¤¥­­®© ¢ëè¥ ¤¨ £à ¬¬ë, ¨¬¥¥â ¢¨¤ i1 
 i2(s) = i1(s), ¤«ï s 2 S ¨
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i1 
 i2(s
0) = i2(s

0), ¤«ï s0 2 S0. �âáî¤  á«¥¤ã¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­®áâì £®¬®¬®à-

ä¨§¬  i1
i2. �«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï à áá¬®âà¨¬ £®¬®¬®àä¨§¬

i1 
 i2 : K[S [ S0] ! R00, ®¯à¥¤¥«¥­­ë© ­  ®¡à §ãîé¨å á®®â­®è¥­¨ï¬¨,

¢ë¯¨á ­­ë¬¨ ¢ëè¥. � ª ª ª i1 � j = i1 
 i2 � �p, çâ® «¥£ª® ¯à®¢¥àï¥âáï ­ 

®¡à §ãîé¨å  «£¥¡àë K[S], â® �p(Ker(j)) � Ker(i1 
 i2). �¥©áâ¢¨â¥«ì­®,

¯ãáâì R 2 K[S] ¨ j(R) = ;. �®£¤ 

(i1 
 i2)(�p(R)) = i1 � j(R) = ;:

�­ «®£¨ç­® ¯®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® �p0(Ker(j0)) � Ker(i1 
 i2). �âáî¤ ,

J � Ker(i1 
 i2), â ª ª ª J { ­ ¨¬¥­ìè¨© ¨¤¥ «, á®¤¥à¦ é¨© �p(Ker(j))

¨ �p0(Ker(j0)). �§ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 3.4 á«¥¤ã¥â áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ £®¬®¬®àä¨§¬ 

i1 
 i2 : R
R
0 = K[S [ S0]=J!K[S [ S0]=Ker(i1 
 i2) = R

00:

�à®¢¥àª  ãá«®¢¨© ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 3.4 âà¨¢¨ «ì­ , â ª ª ª íâ¨ ãá«®¢¨ï ¢ë-

¯®«­ïîâáï ­  ®¡à §ãîé¨å.

� « ¥ ¤ á â ¢ ¨ ¥ 4.3. �¯à¥¤¥«¥­¨¥ â¥­§®à­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï ­¥ § ¢¨á¨â

®â ¢ë¡®à  ®¡à §ãîé¨å ¢ K- «£¥¡à å.

� « ¥ ¤ á â ¢ ¨ ¥ 4.4. �à®áâà ­áâ¢® á®áâ®ï­¨© S(R
R0) = S(R)�S(R0).

�ãáâì C | ­¥ª®â®à ï K- «£¥¡à , ª®â®àãî ¬ë ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì  «£¥¡à®©

ª®­áâ ­â.

C- «£¥¡à®© R ­ §ë¢ ¥âáï K- «£¥¡à  á ¢ë¤¥«¥­­ë¬ £®¬®¬®àä¨§¬®¬

K- «£¥¡à iR : C ! R.

�®¬®¬®àä¨§¬®¬ C- «£¥¡à j : R1 ! R2 ­ §ë¢ ¥âáï £®¬®¬®àä¨§¬

K- «£¥¡à, ®¡« ¤ îé¨© á¢®©áâ¢®¬ iR2
= j � iR1

.

�¤¥ « J � R C- «£¥¡àë R ­ §ë¢ ¥âáï C-¨¤¥ «®¬, ¥á«¨ ¢ë¯®«­ï¥âáï

à ¢¥­áâ¢® J \ iR(C) = ;.

�ç¥¢¨¤­®, çâ® C- «£¥¡àë ¨ ¨å £®¬®¬®àä¨§¬ë ®¡à §ãîâ ª â¥£®à¨î.

�­®¦¥áâ¢® £®¬®¬®àä¨§¬®¢ ¨§ C- «£¥¡àë R1 ¢ C- «£¥¡àã R2 ¡ã¤¥¬ ®¡®-

§­ ç âì ç¥à¥§ C(R1;R2).

�á«¨ ¢ ª ç¥áâ¢¥  «£¥¡àë ª®­áâ ­â C ¡¥à¥âáï K- «£¥¡à  ¥¤¨­¨æ E, ¢¢¥-

¤¥­­ ï ¢ ¯à¨¬¥à¥ 3.1 ¨ ¤«ï «î¡®£® ­ ¡®à   âà¨¡ãâ®¢ A í«¥¬¥­â iR(E(A))

ï¢«ï¥âáï ¥¤¨­¨æ¥© ¢ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡à¥ R(A), â® â ªãî  «£¥¡àã R ­ §ë¢ îâ

K- «£¥¡à®© á ¥¤¨­¨æ¥©.

�ãáâì, â¥¯¥àì, K0 | ¤àã£®© ª« áá ®¯¥à æ¨© ­ ¤ ®â­®è¥­¨ï¬¨, ã¤®-

¢«¥â¢®àïîé¨© ãá«®¢¨ï¬ K1|K4, ¨ K � K0. � ª®© ª« áá ®¯¥à æ¨© K0

­ §ë¢ ¥âáï à áè¨à¥­¨¥¬ ª« áá  K. �ãáâì R | ¯à®¨§¢®«ì­ ï K- «£¥¡à 
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á ª®­¥ç­ë¬ ¬­®¦¥áâ¢®¬ ®¡à §ãîé¨å S = fR1; :::; Rng ¨ ª®­¥ç­ë¬ ç¨á«®¬

á®®â­®è¥­¨© f1(R1; :::; Rn) = ;; :::; fk(R1; :::; Rn) = ;, â® ¥áâì

R = K[S]=Jff1; :::; fkg;

£¤¥ K[S] | á¢®¡®¤­ ï K- «£¥¡à  S,   J ff1; :::; fkg | ¨¤¥ «, ¯®à®¦¤¥­­ë©

®¯¥à æ¨ï¬¨ f1; :::; fk, à áá¬ âà¨¢ ¥¬ë¬¨ ª ª í«¥¬¥­âë  «£¥¡àë K[S].

� ¦¤®© â ª®© K- «£¥¡à¥ R á®¯®áâ ¢¨¬ K0- «£¥¡àã R0, ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î

à ¢­ãî

R
0 = K0[S]=J 0

ff1; :::; fkg;

£¤¥ J 0ff1; :::; fkg | ¨¤¥ «, ¯®à®¦¤¥­­ë© ®¯¥à æ¨ï¬¨ f1; :::; fk, ª®â®àë¥

à áá¬ âà¨¢ îâáï ª ª í«¥¬¥­âë á¢®¡®¤­®© K0- «£¥¡àë K0[S]. �â ­¤ àâ­ë¬

®¡à §®¬ ¯®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® á®¯®áâ ¢«¥­¨¥ R 7! R0 ­¥ § ¢¨á¨â ®â ¢ë¡®à 

®¡à §ãîé¨å ¢ R ¨ ï¢«ï¥âáï ª®¢ à¨ ­â­ë¬ äã­ªâ®à®¬. �â®â äã­ªâ®à

­ §ë¢ ¥âáï äã­ªâ®à®¬ § ¬¥­ë ª« áá  ®¯¥à æ¨©.

�   ¬ ¥ ç   ­ ¨ ¥ 4.1. � ª ª ª K- «£¥¡àë ¨¬¥îâ ¨¤¥ «ë, â® ¬®¦­® ®¯à¥¤¥-

«¨âì á¯¥ªâà Spec(R) K- «£¥¡àë R ª ª ¬­®¦¥áâ¢® ¬ ªá¨¬ «ì­ëå ¨¤¥ «®¢

¨ ¢¢¥áâ¨ ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ Spec(R) â®¯®«®£¨î � à¨áª®£®, £¤¥ § ¬ª­ãâë¬¨ ¯®¤-

¬­®¦¥áâ¢ ¬¨ ¢ Spec R ï¢«ïîâáï ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  ¢¨¤  N(J ) =(¬­®¦¥áâ¢®

¬ ªá¨¬ «ì­ëå ¨¤¥ «®¢, á®¤¥à¦ é¨å ¨¤¥ « J ). � «¥¥ ¬®¦­® ¡ë«® ¡ë ¯®-

¯ëâ âìáï à á¯à®áâà ­¨âì ¬¥â®¤ë ¨ à¥§ã«ìâ âë  «£¥¡à ¨ç¥áª®© £¥®¬¥âà¨¨

­  á«ãç © K- «£¥¡à. �¤­ ª® ¢ ¤ ­­®© à ¡®â¥ ¢ â ª®¬ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ¬ë

íâ¨¬ § ­¨¬ âìáï ­¥ ¡ã¤¥¬.

35



5 �¥®à¥¬  ® à §«®¦¥­¨¨ K- «£¥¡à

� ç¨­ ï á íâ®£® ¬®¬¥­â , ¯®¤ K ¯®­¨¬ ¥âáï ª« áá ®¯¥à æ¨© à¥«ïæ¨®­­®©

 «£¥¡àë (¯à¨¬¥à à §¤¥«  1). �¯¥à æ¨¨ ­ ¤ ®â­®è¥­¨ï¬¨ ¢ íâ®¬ ª« áá¥

¯®à®¦¤ îâáï á®£« á®¢ ­¨ï¬¨ ¬¥¦¤ã ­ ¡®à ¬¨  âà¨¡ãâ®¢.

� à §«¨ç­ëå á¨áâ¥¬ å ¬®£ãâ ¨á¯®«ì§®¢ âìáï ­¥ ¢á¥ ¢®§¬®¦­ë¥ á®£« -

á®¢ ­¨ï (á¬. ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ 1.1) ¬¥¦¤ã ­ ¡®à ¬¨  âà¨¡ãâ®¢,   â®«ìª® ­¥ª®-

â®àë¥, á®¢®ªã¯­®áâì ª®â®àëå ®¡®§­ ç ¥âáï ç¥à¥§ A. �­®¦¥áâ¢® á®£« á®-

¢ ­¨© ¬¥¦¤ã ­ ¡®à ¬¨  âà¨¡ãâ®¢ A ¨ B ¨§ ª« áá  A ®¡®§­ ç ¥âáï, ª ª

®¡ëç­®, ç¥à¥§ A(A;B).

�ã¤¥¬ ¯à¥¤¯®« £ âì, çâ® ª« áá A ®¡« ¤ ¥â á«¥¤ãîé¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨:

A1): �á«¨ ­ ¡®à  âà¨¡ãâ®¢ A ¯à¨­ ¤«¥¦¨â ª« ááã A, â® â®¦¤¥áâ¢¥­­®¥

á®£« á®¢ ­¨¥ id(A) : A! A ¯à¨­ ¤«¥¦¨â A(A;A).

A2): �á«¨ '1 2 A(B;A), '2 2 A(C;B), â® ¨å ª®¬¯®§¨æ¨ï '1 � '2 2

A(C;A).

�àã£¨¬¨ á«®¢ ¬¨, á¢®©áâ¢  A1, A2 ®§­ ç îâ, çâ® A | íâ® ¯®¤ª â¥£®-

à¨ï ª â¥£®à¨¨ ª®­¥ç­ëå ¬­®¦¥áâ¢  âà¨¡ãâ®¢ ¨ ¨å á®£« á®¢ ­¨©.

�«ï ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ®¯¥à æ¨© ¤¥ª àâ®¢  ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï ­ ¬ ¯®­ ¤®¡¨âáï

â ª¦¥ á«¥¤ãîé¥¥ á¢®©áâ¢® ª« áá  A:

A3): �«ï «î¡ëå ­ ¡®à®¢  âà¨¡ãâ®¢ A ¨ B ¨§ ª« áá  A áãé¥áâ¢ã¥â

â ª®© ­ ¡®à  âà¨¡ãâ®¢ A t B, ª®â®àë© ­ §ë¢ ¥âáï ­¥¯¥à¥á¥ª îé¨¬áï

®¡ê¥¤¨­¥­¨¥¬ ¨«¨ ª®¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ ­ ¡®à®¢ A ¨ B, ¨ â ª¨¥ á®£« á®¢ ­¨ï-

¢«®¦¥­¨ï i1 : A! A tB, i2 : B ! A tB ¨§ ª« áá  A, çâ® i1(A) [ i2(B) =

A t B ¨ i1(A) \ i2(B) = ;. �á«¨ '1 2 A(A
0; A), '2 2 A(B

0; B), â®

á®£« á®¢ ­¨¥ '1 t '2 : A
0 tB0! A tB ¯à¨­ ¤«¥¦¨â A, £¤¥ ç¥à¥§ '1 t '2

®¡®§­ ç¥­® ­¥¯¥à¥á¥ª îé¥¥áï ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥ á®£« á®¢ ­¨©.

� íâ®¬ à §¤¥«¥ ¯®¤ ª« áá®¬ K ®¯¥à æ¨© ­ ¤ ®â­®è¥­¨ï¬¨ ¯®­¨¬ ¥â-

áï ª« áá ®¯¥à æ¨©, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨© ãá«®¢¨ï¬ K1 | K4, ¯®à®¦¤¥­­ë©

®¯¥à æ¨ï¬¨ ¢¨¤  '� ¨ �
'1;'2

(á¬. ®¯à¥¤¥«¥­¨ï 1.4, 1.5), £¤¥ ';'1; '2 |

á®£« á®¢ ­¨ï ¨§ ª« áá  A.

�ë¯¨è¥¬ ­¥ª®â®àë¥ á®®â­®è¥­¨ï ¢ ª« áá¥ ®¯¥à æ¨© K, ª®â®àë¥ ­ ¬

¯®âà¥¡ãîâáï ¢ ¤ «ì­¥©è¥¬.

C1): �ãáâì ' 2 A(A;B). �®£¤ 

'�(;(A1; :::; An;A)) = ;(A1; :::; An;B):

�â® á®®â­®è¥­¨¥ á«¥¤ã¥â ¨§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ®¯¥à æ¨¨ '�.
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C2): �ãáâì id(A) : A ! A | â®¦¤¥áâ¢¥­­®¥ á®£« á®¢ ­¨¥ ­ ¡®à®¢

 âà¨¡ãâ®¢ ¨ f 2 K(A1; :::; An;A). �®£¤  id(A)
�(f) = f .

C3): �á«¨ '1 2 A(A;B) ¨ '2 2 A(B;C), â® ('1 � '2)
� = '�2 � '

�

1:

C4): �á«¨ fi 2 K(A1; :::; An;B), ¤«ï i 2 I, | ¯à®¨§¢®«ì­®¥ ¬­®¦¥áâ¢®

®¯¥à æ¨© ª« áá  K, ¨ ' 2 A(A;B), â®

'�(
[

i2I

fi) =
[

i2I

'�(fi):

�ãáâì f1; f2 2 K(A1; :::; An;B). �ã¤¥¬ ¯¨á âì, çâ® f1 � f2, ¥á«¨

f1 \ f2 = f1 ¨«¨ f1 [ f2 = f2.

�§ ¯à¥¤ë¤ãé¥£® á®®â­®è¥­¨ï ¢ëâ¥ª ¥â á«¥¤ãîé¥¥ á¢®©áâ¢®:

C40): �á«¨ f1; f2 2 K(A1; :::; An;B), £¤¥ f1 � f2 ¨ ' 2 A(A;B), â®

'�(f1) � '�(f2).

�¥©áâ¢¨â¥«ì­®, â ª ª ª f1 � f2, â® f2 = f1 [ (f2 n f1). �®£« á­®

á®®â­®è¥­¨î C4, ¨¬¥¥¬ '�(f2) = '�(f1 [ (f2 n f1)) = '�(f1) [ '
�(f2 n f1),

â® ¥áâì '�(f1) � '
�(f2).

�«¥¤ãîé¨¥ á®®â­®è¥­¨ï á®¤¥à¦ â ®¯¥à æ¨î �
'1;'2

2 K(A;B;C) (á¬.

®¯à¥¤¥«¥­¨¥ 1.7), £¤¥ '1 2 A(A;C) ¨ '2 2 A(B;C) ¨ ®¡à § ®â®¡à ¦¥­¨ï

('1 [ '2) : A [ B ! C á®¢¯ ¤ ¥â á® ¢á¥¬ C.

�§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï 1.7 ¢ëâ¥ª îâ á«¥¤ãîé¨¥ ¤¢  á®®â­®è¥­¨ï.

C5): �á«¨ f1 2 K(A1; :::; An;A), f2 2 K(A1; :::; An;B), '1 2 A(A;C) ¨

'2 2 A(B;C), â® '
�

1(f1 �
'1;'2

f2) � f1 ¨ '
�

2(f1 �
'1;'2

f2) � f2.

C6): �ãáâì f1; f2; '1; '2 â ª¨¥ ¦¥, ª ª ¢ á®®â­®è¥­¨¨ C5 ¨

f 2 K(A1; :::; An; ). �®£¤ , ¥á«¨ '�1(f) � f1 ¨ '�2(f) � f2, â® f �

f1 �
'1;'2

f2.

C7): �ãáâì '1 2 A(A;C); '2 2 A(B;C) ¨ f 2 K(A1; :::; An;B). �®£¤ 

;(A1; :::; An;A) �
'1;'2

f = ;(A1; :::; An;C):

�â® à ¢¥­áâ¢® ¯à®¢¥àï¥âáï ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­®, ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î 1.4 à ¢¥­-

áâ¢  ¬¥¦¤ã ®¯¥à æ¨ï¬¨, ¯®¤áâ ­®¢ª®© «î¡ëå ®â­®è¥­¨©.

C8): �ãáâì f1; f2 2 K(A1; :::; An;A), f3 2 K(A1; :::; An;B), '1; '2 | â¥

¦¥, çâ® ¨ ¯à¥¦¤¥. �®£¤ 

(f1 [ f2) �
'1;'2

f3 = (f1 �
'1;'2

f3) [ (f2 �
'1;'2

f3):

37



�â® à ¢¥­áâ¢® ¯à®¢¥àï¥âáï â ª ¦¥, ª ª ¨ à ¢¥­áâ¢® C7.

C9): �ãáâì f 2 K(A1; :::; An;B); ' 2 A(A;B) ¨ id(B) : B ! B |

â®¦¤¥áâ¢¥­­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥. �®£¤ 

'�(f) �
';id(B)

f = f:

�¥©áâ¢¨â¥«ì­®, á®£« á­® á®®â­®è¥­¨ï¬ C2 ¨ C5, ¨¬¥¥¬:

'�(f) �
';id(B)

f = id�B('
�(f) �

';id(B)

f) � f:

� ¤àã£®© áâ®à®­ë, â ª ª ª '�(f) � '�(f) ¨ id
�

B(f) � f , â® ¯® á¢®©áâ¢ã C6

¨¬¥¥¬ f � '�(f) �
';id(B)

f; çâ® ¤®ª §ë¢ ¥â à ¢¥­áâ¢® C9.

�ãáâì i1 : A! AtB, i2 : B ! AtB| ¥áâ¥áâ¢¥­­ë¥ ¢«®¦¥­¨ï ¢ ª®¯à®-

¨§¢¥¤¥­¨¥ ­ ¡®à®¢  âà¨¡ãâ®¢. � íâ®¬ á«ãç ¥, ¥á«¨ f1 2 K(A1; :::; An;A) ¨

f2 2 K(A1; :::; An;B), â® ®¯¥à æ¨î f1 �
i1;i2

f2 ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì ç¥à¥§ f1� f2

¨ ­ §ë¢ âì ¤¥ª àâ®¢ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ ®¯¥à æ¨© f1 ¨ f2.

C10): �ãáâì f1 2 K(A1; :::; An;A), f2 2 K(A1; :::; An;B) ¨ '1 2 A(A
0; A),

'2 2 A(B
0; B). �¥à¥§ '1t'2 : A

0tB0! AtB ®¡®§­ ç ¥âáï ª®¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥

®â®¡à ¦¥­¨© '1 ¨ '2. �®£¤ 

('1 t '2)
�(f1 � f2) = '�1(f1)� '

�

2(f2):

C11): �«ï «î¡®© ®¯¥à æ¨¨ f ¢ë¯®«­ï¥âáï à ¢¥­áâ¢® i�1(f � f) = f , £¤¥

i1 : A! A t A | ¢«®¦¥­¨¥ ®¤­®£® á« £ ¥¬®£® ¢ ª®¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ A tA.

�â¨ à ¢¥­áâ¢  ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® ¯à®¢¥àïîâáï ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î 1.2 à -

¢¥­áâ¢  ¬¥¦¤ã ®¯¥à æ¨ï¬¨ ¯®¤áâ ­®¢ª®© ¯à®¨§¢®«ì­ëå ®â­®è¥­¨©.

�¥à¥©¤¥¬ ª ¨§ãç¥­¨î K- «£¥¡à R á ª®­¥ç­ë¬ ç¨á«®¬ ®¡à §ãîé¨å.

� â ª¨å  «£¥¡à å ª ¦¤ë© í«¥¬¥­â ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï §­ ç¥­¨© ­¥ª®â®à®©

®¯¥à æ¨¨ ®â ®¡à §ãîé¨å (á¬. ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ 3.8). �®íâ®¬ã à ¢¥­áâ¢  ¬¥¦¤ã

®¯¥à æ¨ï¬¨ (­ ¯à¨¬¥à C1 | C11) ¢«¥ªãâ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ à ¢¥­áâ¢ 

¬¥¦¤ã í«¥¬¥­â ¬¨ K- «£¥¡àR, £¤¥ ¢¬¥áâ® ¯à®¨§¢®«ì­ëå ®¯¥à æ¨© ¡¥àãâáï

¯à®¨§¢®«ì­ë¥ í«¥¬¥­âë K- «£¥¡àë R.

� áá¬®âà¨¬ R(A) ¤«ï ­¥ª®â®à®£® ­ ¡®à   âà¨¡ãâ®¢ A. �®£« á­® ®¯à¥-

¤¥«¥­¨î K- «£¥¡àë, R | ¡ã«¥¢   «£¥¡à  á ¡¥áª®­¥ç­ë¬¨ ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï¬¨

¨ ®¡ê¥¤¨­¥­¨ï¬¨.
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�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ AtR(A) ¬­®¦¥áâ¢®  â®¬®¢ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë R(A), â®

¥áâì ¬­®¦¥áâ¢® ¬¨­¨¬ «ì­ëå ­¥¯ãáâëå í«¥¬¥­â®¢ R(A). �á«¨ R 2 R(A),

ç¥à¥§ At(R) ®¡®§­ ç¨¬ ¬­®¦¥áâ¢®  â®¬®¢, á®¤¥à¦ é¨åáï ¢ R.

�§¢¥áâ­®, çâ® R =
S

t2At(R)

t, ¨ ¡ã«¥¢   «£¥¡à  R(A) ¨§®¬®àä­   «£¥¡à¥

¢á¥å ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ ¬­®¦¥áâ¢  AtR(A). �á«¨ j : R(A) ! R0(A) | £®¬®-

¬®àä¨§¬ ¡ã«¥¢ëå  «£¥¡à, (­ ¯®¬­¨¬, çâ® §¤¥áì à áá¬ âà¨¢ îâáï ¡ã«¥¢ë

 «£¥¡àë ¡¥§ ¥¤¨­¨æ, ã ª®â®àëå ¢¬¥áâ® ã­ à­®© ®¯¥à æ¨¨ ¤®¯®«­¥­¨ï à á-

á¬ âà¨¢ ¥âáï ¡¨­ à­ ï ®¯¥à æ¨ï à §­®áâ¨) â® ¥¬ã á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ç áâ¨ç­®¥

®â®¡à ¦¥­¨¥ ¬­®¦¥áâ¢

At(j) : AtR0(A)! AtR(A);

§ ¤ ­­®¥ ä®à¬ã«®©: At(j)(t0)
def
= t, ¥á«¨ t0 2 At(j(t)). �, ­ ®¡®à®â, ¥á«¨

At(j) : AtR0(A) ! R(A) | ¯à®¨§¢®«ì­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ ¬­®¦¥áâ¢, â® ®­®

¨­¤ãæ¨àã¥â £®¬®¬®àä¨§¬ ¡ã«¥¢ëå  «£¥¡à

j : R(A)! R0(A);

ª®â®àë© § ¤ ¥âáï á®®â­®è¥­¨¥¬ j(R)
def
= (At(j))�1(At(R)); ¤«ï «î¡®£®

R 2 R(A).

�â®¡à ¦¥­¨¥ At(j) ¢áî¤ã ®¯à¥¤¥«¥­® â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 

®â®¡à ¦¥­¨¥ j ¥¤¨­¨æã ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë ¯¥à¥¢®¤¨â ¢ ¥¤¨­¨æã.

�â®¡à ¦¥­¨¥ At(j) | ¢«®¦¥­¨¥ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®â®¡à ¦¥-

­¨¥ j ï¢«ï¥âáï ®â®¡à ¦¥­¨¥¬ ­  ¢á¥ R0(A)

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 5.1. �ãáâì ' : A ! B | á®£« á®¢ ­¨¥ ­ ¡®à®¢

 âà¨¡ãâ®¢, R | K- «£¥¡à  ¨ t 2 AtR(B). �®£¤  '�(t) |  â®¬ ¡ã«¥¢®©

 «£¥¡àë R(A).

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �®ª ¦¥¬, çâ® '�(t) 6= ;. �á«¨ ¡ë '�(t) = ;, â®

'�(t) �
';id(B)

t = ; �
';id(B)

t = ;, á®£« á­® á®®â­®è¥­¨î C7. � ¤àã£®© áâ®à®­ë,

á®®â­®è¥­¨¥ C9 ¤ ¥â: '�(t) �
';id(B)

t = t. �âáî¤ , t = ;, çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â

ãá«®¢¨î  â®¬ à­®áâ¨ t. �®ª ¦¥¬, â¥¯¥àì, çâ® '�(t) | ¬¨­¨¬ «ì­ë©

í«¥¬¥­â ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë. �ãáâì '�(t) = r1 [ r2 ¨ r1 \ r2 = ;. �®£¤ ,

¯® á¢®©áâ¢ã C9, ¨¬¥¥¬ t = '�(t) �
';id(B)

t = (r1 [ r2) �
';id(B)

t. � «¥¥, á¢®©áâ¢®

C8 ¤ ¥â à ¢¥­áâ¢® t = (r1[r2) �
';id(B)

t = (r1 �
';id(B)

t)[(r2 �
';id(B)

t). � ª ª ª t

|  â®¬ à­ë© í«¥¬¥­â ¢ R(B), â® t á®¢¯ ¤ ¥â á ®¤­¨¬ ¨§ í«¥¬¥­â®¢ ¯à ¢®©
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ç áâ¨ ¯®á«¥¤­¥£® ¢ëà ¦¥­¨ï. �ãáâì, ¤«ï ®¯à¥¤¥«¥­­®áâ¨, t = r1 �
';id(B)

t.

�®£¤  '�(t) = '�(r1 �
';id(B)

t), ­®, á®£« á­® á¢®©áâ¢ã C5, '�(r1 �
';id(B)

t) � r1.

�âáî¤ , '�(t) � r1 ¨ r2 = ;.

�â ª, ¤«ï «î¡®£® ' 2 A(A;B) ®¯¥à æ¨ï '� ®¯à¥¤¥«ï¥â ®â®¡à ¦¥­¨¥:

'� : AtR(B)! AtR(A):

�á«¨ R 2 R(B) ¨ R 6= ;, â® R =
S

t2At(R)

t ¨, á®£« á­® á¢®©áâ¢ã C4,

'�(R) =
[

t2At(R)

'�(t);

  ¯® á¢®©áâ¢ã C1, '�(;) = ;. �® ¥áâì '�(R) | íâ® ®¡à § ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ 

At(R) � AtR(B) ¯à¨ ®â®¡à ¦¥­¨¨ '� : AtR(B)! AtR(A):

�   ¬ ¥ ç   ­ ¨ ¥ 5.1. � ª ª ª ®¯¥à æ¨ï '� ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢ ¬¨ C2 ¨

C3, â® AtR ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¤¨ £à ¬¬ã ¬­®¦¥áâ¢ ­ ¤ ª â¥£®à¨¥© A, ¢

ª®â®à®© ª ¦¤®¬ã ®¡ê¥ªâã A á®¯®áâ ¢«ï¥âáï ¬­®¦¥áâ¢® AtR(A),   ª ¦¤®¬ã

¬®àä¨§¬ã ' : A ! B | ®â®¡à ¦¥­¨¥ ¬­®¦¥áâ¢ '� : AtR(B) ! AtR(A):

�à¨ç¥¬, id(A)� : AtR(A) ! AtR(A) | â®¦¤¥áâ¢¥­­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥

¬­®¦¥áâ¢, ¨, ¥á«¨ '1 2 A(A;B), '2 2 A(B;C), â® ('2 � '1)
� = '�1 � '

�

2.

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 5.2. �ãáâì '1 : A! C, '2 : B ! C | á®£« á®¢ ­¨ï

­ ¡®à®¢  âà¨¡ãâ®¢ â ª¨¥, çâ® '1t'2 : AtB! C | ®â®¡à ¦¥­¨¥ ­  ¢á¥ C.

�ãáâì R1 2 R(A), R2 2 R(B). �®£¤  At(R1 �
'1;'2

R2) á®áâ®¨â ¢ â®ç­®áâ¨

¨§ â¥å  â®¬®¢ t 2 AtR(C), ¤«ï ª®â®àëå '�1(t) 2 At(R1) ¨ '
�

2(t) 2 At(R2).

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �á«¨ t 2 At(R1 �
'1;'2

R2), â® t � R1 �
'1;'2

R2.

�§ á¢®©áâ¢ C40 ¨ C5 ¨¬¥¥¬:

'�1(t) � '�1(R1 �
'1;'2

R2) � R1; '�2(t) � '�2(R1 �
'1;'2

R2) � R2:

� ª ª ª t |  â®¬, â®, á®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 5.1, '�1(t) ¨ '
�

2(t) | â ª¦¥

 â®¬ë. �âáî¤ , '�1(t) 2 At(R1) ¨ '�2(t) 2 At(R2). �¡à â­®, ¯ãáâì

t 2 AtR(C) ¨ '�1(t) 2 At(R1), '�2(t) 2 At(R2). �®£¤  '�1(t) � R1

¨ '�2(t) � R2, ¨ ¯® á¢®©áâ¢ã C6 ¯®«ãç¨¬: t � R1 �
'1;'2

R2. �âáî¤ ,

t 2 At(R1 �
'1;'2

R2).
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�§ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 5.2 á«¥¤ã¥â, çâ®

At(R1 �
'1;'2

R2) = ('�1)
�1(At(R1)) \ ('

�

2)
�1(At(R2)):

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ 5.1. �¥¬¥©áâ¢® ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ M(A) � AtR(A)

¤«ï ¢á¥å ­ ¡®à®¢  âà¨¡ãâ®¢ A 2 A ­ §ë¢ ¥âáï ¨¤¥ «ì­®© ¯®¤¤¨ £à ¬¬®©

¤¨ £à ¬¬ë AtR, ¥á«¨ ¢ë¯®«­ïîâáï á«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï:

1). ¥á«¨ t 2M(B) ¨ ' 2 A(A;B), â® '�(t) 2M(A);

2). ¥á«¨ t 2 AtR(B) ¨ '�(t) 2M(A), â® t 2M(B).

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 5.3. �ãáâì AtR | ¤¨ £à ¬¬  ¬­®¦¥áâ¢, á®®â¢¥â-

áâ¢ãîé ï K- «£¥¡à¥ R, ¨M | ¨¤¥ «ì­ ï ¯®¤¤¨ £à ¬¬  ¤¨ £à ¬¬ëAtR.

�®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ¯®¤ «£¥¡à  RM � R â ª ï, çâ® AtRM(A) = M(A) ¨

RM(A) ¨§®¬®àä­  ¡ã«¥¢®©  «£¥¡à¥ ¢á¥å ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ ¬­®¦¥áâ¢  M(A).

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �®«®¦¨¬ RM(A) = fR : R 2 R(A); At(R) �

M(A)g. �ç¥¢¨¤­®, çâ® RM(A) | ¯®¤ «£¥¡à  ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë R. �§

ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 5.1 ¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï 5.1 ¨¤¥ «ì­®áâ¨ M á«¥¤ã¥â, çâ®, ¥á«¨

R 2 RM(B), ' 2 A(A;B), â® '�(R) 2 RM(A). �­ «®£¨ç­®, ¨§ ãâ¢¥à¦¤¥-

­¨ï 5.2 á«¥¤ã¥â, çâ®, ¥á«¨ '1 2 A(A;C), '2 2 A(B;C) ¨ R1 2 RM(A),

R2 2 RM(B), â® R1 �
'1;'2

R2 2 RM(C). � ª ª ª ¢á¥ ®¯¥à æ¨¨ ï¢«ïîâáï

ª®¬¯®§¨æ¨ï¬¨ ®¯¥à æ¨© '�; �
'1;'2

¨ â¥®à¥â¨ª® ¬­®¦¥áâ¢¥­­ëå ®¯¥à æ¨©, â®

RM | ¯®¤ «£¥¡à  R.

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 5.4. �ãáâì RM |  «£¥¡à  ¯à¥¤ë¤ãé¥£®

ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï. �®£¤  ®â®¡à ¦¥­¨¥ j : R ! RM , á®¯®áâ ¢«ïîé¥¥ í«¥¬¥­âã

R 2 R(A) í«¥¬¥­â R \M(A) 2 RM , ï¢«ï¥âáï K-£®¬®¬®àä¨§¬®¬.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �ç¥¢¨¤­®, çâ® j : R(A) ! RM(A)

| £®¬®¬®àä¨§¬ ¡ã«¥¢ëå  «£¥¡à. � ª ª ª «î¡ ï ®¯¥à æ¨ï ¨§ ª« áá 

K ï¢«ï¥âáï ª®¬¯®§¨æ¨¥© ®¯¥à æ¨© '�; �
'1;'2

¨ â¥®à¥â¨ª® ¬­®¦¥áâ¢¥­­ëå

®¯¥à æ¨©, â® ®áâ «®áì ¯®ª § âì, çâ®

j('�(R)) = '�(j(R)) ¨ j(R1 �
'1;'2

R2) = j(R1) �
'1;'2

j(R2):

�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¯¥à¢®£® à ¢¥­áâ¢  à áá¬®âà¨¬ At(j('�(R)). � ª ª ª,

á®£« á­® à ¢¥­áâ¢ã C4, '�(R) =
S

t2At(R)

'�(t) ¨ j | £®¬®¬®àä¨§¬ ¡ã«¥-

¢ëå  «£¥¡à, â® j('�(R)) =
S

t2At(R)

j('�(t)). �® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ®â®¡à ¦¥­¨ï j

¨¬¥¥¬: j('�(t)) = '�(t) \M(A).
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� ª ª ª '�(t), á®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 5.1, íâ®  â®¬, â®

At(j('�(R)) = f'�(t) : t 2 At(R) ¨ '�(t) 2M(A)g:

�®, ¥á«¨ '�(t) 2 M(A), â® ¨§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¨¤¥ «ì­®áâ¨ M á«¥¤ã¥â, çâ®

t 2M(B). �âáî¤ ,

At(j('�(R)) = f'�(t) : t 2 At(R) ¨ t 2 M(B)g = f'�(t) : t 2 At(j(R))g:

�ª®­ç â¥«ì­® ¨¬¥¥¬,

j('�(R)) =
[

t02At(j('�(R)))

t0 =
[

t2At(j(R))

'�(t) = '�(
[

t2At(j(R))

t) = '�(j(R)):

�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ª®¬¬ãâ â¨¢­®áâ¨ j á ®¯¥à æ¨¥© �
'1;'2

à áá¬®âà¨¬ ¬­®-

¦¥áâ¢®  â®¬®¢ At(j(R1 �
'1 ;'2

R2)): �® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ®â®¡à ¦¥­¨ï j ¨ ¨§

ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 5.2 á«¥¤ã¥â, çâ®

At(j(R1 �
'1;'2

R2)) = ft : t 2 M(C); '�1(t) 2 At(R1); '
�

2(t) 2 At(R2)g:

� ª ª ª M | ¨¤¥ «ì­ ï ¯®¤¤¨ £à ¬¬ , â® ãá«®¢¨ï t 2 M(C) ¨ '�1(t) 2

M(A); '�2(t) 2M(B) íª¢¨¢ «¥­â­ë. �âáî¤ ,

At(j(R1 �
'1;'2

R2)) = ft : t 2 AtR(C); '
�

1(t) 2 At(j(R1)); '
�

2(t) 2 At(j(R2))g

¨ ¨§ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 5.2 ¨¬¥¥¬:

j(R1 �
'1;'2

R2) = j(R1) �
'1;'2

j(R2);

çâ® § ¢¥àè ¥â ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 5.4.

�®«®¦¨¬ M 0(A) = AtR(A) n M(A). �ç¥¢¨¤­®, çâ®, ¥á«¨ M |

¨¤¥ «ì­ ï ¯®¤¤¨ £à ¬¬ , â® ¨ M 0 | ¨¤¥ «ì­ ï ¯®¤¤¨ £à ¬¬ .

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 5.5. �®¬®¬®àä¨§¬ë jM : R !RM ¨ jM 0 : R ! RM 0

¯à¥¤áâ ¢«ïîâ K- «£¥¡àã R ¢ ¢¨¤¥ áã¬¬ë R = RM �RM 0.

�¥©áâ¢¨â¥«ì­®, «î¡®© í«¥¬¥­â R 2 R(A) ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥ ¯ àë

(R \M(A); R \M 0(A)) = (jM (R); jM 0(R)) â ª, çâ® R = jM (R) [ jM 0(R)

¨ jM(R) \ jM 0(R) = ;. � ®¡®à®â, ¯ à¥ (RM ; RM 0) 2 (RM � RM 0)(A)

á®¯®áâ ¢«ï¥âáï í«¥¬¥­â R = RM[RM 0, â ª ª ª RM 2 RM(A) � R ¨ RM 0 2
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RM 0(A) � R. �¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® íâ  ¯ à  ®â®¡à ¦¥­¨© ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ

á®¡®© ¢§ ¨¬­® ®¡à â­ë¥ ¨§®¬®àä¨§¬ë K- «£¥¡à R ¨ RM �RM 0.

� « ¥ ¤ á â ¢ ¨ ¥ 5.6. �á«¨ M | ¨¤¥ «ì­ ï ¯®¤¤¨ £à ¬¬  ¤¨ £à ¬¬ë

AtR, â® RM � R | ¨¤¥ «  «£¥¡àë R.

�ãáâì J � R | ¨¤¥ « K- «£¥¡àë R. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ AtJ (A)

¯®¤¬­®¦¥áâ¢® ¢ AtR(A), á®áâ®ïé¥¥ ¨§ ¢á¥å  â®¬®¢, á®¤¥à¦ é¨åáï ¢ J (A).

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 5.7. �«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£® ¨¤¥ «  J � R

¯®¤¤¨ £à ¬¬  AtJ ¨¤¥ «ì­  ¢ AtR.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �ãáâì t 2 AtJ (B), â® ¥áâì t| â®¬ ¨ t 2 J (B).

�®£¤ , á®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 3.1, '�(t) 2 J (A), â ª ª ª à ¢¥­áâ¢® C1

¤ ¥â '�(;) = ;. �âáî¤ , ¥á«¨ t 2 AtJ (B), â® '�(t) 2 AtJ (A). �ãáâì,

â¥¯¥àì, '�(t) 2 AtJ (A), â® ¥áâì '�(t) 2 J (A) ¨ '�(t) |  â®¬. �§

à ¢¥­áâ¢  C9 á«¥¤ã¥â, çâ® '�(t) �
';id(B)

t = t. � ª ª ª á®£« á­® à ¢¥­áâ¢ã

C7 ¢ë¯®«­ï¥âáï á®®â­®è¥­¨¥ ; �
';id(B)

t = ;, â® ¨§ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 3.1 á«¥¤ã¥â,

çâ® t = '�(t) �
';id(B)

t 2 J (B).

�«¥¤áâ¢¨¥ 5.6 ¨ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ 5.7 ¤ îâ ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­®¥ á®®â¢¥â-

áâ¢¨¥ ¬¥¦¤ã ¨¤¥ « ¬¨ K- «£¥¡àë R ¨ ¨¤¥ «ì­ë¬¨ ¯®¤¤¨ £à ¬¬ ¬¨ ¤¨ -

£à ¬¬ë AtR.

�ãáâì R | ¯à®¨§¢®«ì­ ï K- «£¥¡à . �§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï 5.1 «¥£ª® ¢ë¢®-

¤¨âáï, çâ® ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥ «î¡®£® ¬­®¦¥áâ¢  ¨¤¥ «ì­ëå ¯®¤¤¨ £à ¬¬ ¤¨ -

£à ¬¬ë AtR| ¨¤¥ «ì­ ï ¯®¤¤¨ £à ¬¬ , ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥ «î¡®£® ¬­®¦¥áâ¢ 

¨¤¥ «ì­ëå ¯®¤¤¨ £à ¬¬ | ¨¤¥ «ì­ ï ¯®¤¤¨ £à ¬¬  ¨ à §­®áâì ¤¢ãå ¨¤¥-

 «ì­ëå ¯®¤¤¨ £à ¬¬ | ¨¤¥ «ì­ ï ¯®¤¤¨ £à ¬¬ . �® ¥áâì á®¢®ªã¯­®áâì

¢á¥å ¨¤¥ «ì­ëå ¯®¤¤¨ £à ¬¬ ¤¨ £à ¬¬ë AtR ®¡à §ãîâ ¯®«­ãî ¡ã«¥¢ã

 «£¥¡àã.

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 5.8. �ãáâì R1 2 R(A1); :::; Rn 2 R(An) | ¬­®¦¥áâ¢®

®¡à §ãîé¨å K- «£¥¡àë R; M | ¨¤¥ «ì­ ï ¯®¤¤¨ £à ¬¬  ¤¨ £à ¬¬ë

AtR â ª ï, çâ® M(Ai) \ At(Ri) = ;, ¤«ï i = 1; :::; n. �®£¤  M = ;.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 5.5, K- «£¥¡à  R

¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥ R = RM �RM 0, £¤¥ M 0 | ¤®¯®«­¨â¥«ì­ ï ª M

¤¨ £à ¬¬ . �§ á«¥¤áâ¢¨ï 5.6 ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® RM 0 � R| ¨¤¥ « K- «£¥¡àë

R. �® ãá«®¢¨î RM 0 á®¤¥à¦¨â ®¡à §ãîé¨¥ Ri, ¤«ï i = 1; :::; n. �âáî¤ ,

RM 0 = R ¨ M = ;.

� « ¥ ¤ á â ¢ ¨ ¥ 5.9. �ãáâì R1 2 R(A1); :::; Rn 2 R(An) | ¬­®¦¥áâ¢®

®¡à §ãîé¨å K- «£¥¡àë R; M1 ¨ M2 ¨¤¥ «ì­ë¥ ¯®¤¤¨ £à ¬¬ë AtR.
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�®£¤ , ¥á«¨ M1(Ai) \Ri =M2(Ai) \Ri, ¤«ï i = 1; :::; n, â® M1 =M2.

�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ­ã¦­® à áá¬®âà¥âì á¨¬¬¥âà¨ç¥áªãî à §­®áâì M1

¨ M2 ¨ ¯à¨¬¥­¨âì ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ 5.8

� « ¥ ¤ á â ¢ ¨ ¥ 5.10. �î¡®© ¨¤¥ « K- «£¥¡àë R á n ®¡à §ãîé¨¬¨

¯®à®¦¤ ¥âáï n í«¥¬¥­â ¬¨.

�¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¯ãáâì J � R | ¨¤¥ « ¨ Ri 2 R(Ai); i = 1; :::; n |

®¡à §ãîé¨¥ K- «£¥¡àë R. �®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 5.7 ¯®¤¤¨ £à ¬¬  AtJ

¨¤¥ «ì­  ¢ AtR. � áá¬®âà¨¬ ¨¤¥ « J [J1; :::Jn], ¯®à®¦¤¥­­ë© í«¥¬¥­â ¬¨

Ji = AtJ (Ai) \ Ri, ¤«ï i = 1; :::; n. � ª ª ª Ji 2 J , â® J [J1; :::Jn] � J .

� ¤àã£®© áâ®à®­ë, ¯à¨¬¥­ïï á«¥¤áâ¢¨¥ 5.9, ¯®«ãç¨¬ AtJ [J1; :::Jn] = AtJ .

�âáî¤ , J [J1; :::Jn] = J .

� áá¬®âà¨¬ ¡ã«¥¢ã  «£¥¡àã JR ¢á¥å ¨¤¥ «ì­ëå ¯®¤¤¨ £à ¬¬ ¤¨ £à ¬-

¬ë AtR. �¥à¥§ SpecR ®¡®§­ ç¨¬ ¬­®¦¥áâ¢®  â®¬®¢ ¡ã«¥¢®© JR.

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ 5.2. K- «£¥¡à  R ­ §ë¢ ¥âáï ­¥¯à¨¢®¤¨¬®©, ¥á«¨

®­  ­¥ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥ áã¬¬ë á¢®¨å ­¥âà¨¢¨ «ì­ëå ¯®¤ «£¥¡à, â®

¥áâì R 6= R1 �R2, £¤¥ R1 6= ; ¨ R2 6= ;.

�§ ãâ¢¥à¦¤¥­¨© 5.7 ¨ 5.5 á«¥¤ã¥â, çâ®, ¥á«¨ R | ­¥¯à¨¢®¤¨¬ ï K-

 «£¥¡à , â® ¢ ­¥© ­¥â á®¡áâ¢¥­­ëå ¨¤¥ «®¢.

�«ï ¨§ãç¥­¨ï áâà®¥­¨ï ­¥¯à¨¢®¤¨¬ëå K- «£¥¡à ­ ¬ ¯®­ ¤®¡¨âáï á«¥-

¤ãîé¥¥ ¯®­ïâ¨¥.

�ãáâì R 2 R | ¯à®¨§¢®«ì­ë© í«¥¬¥­â K- «£¥¡àë R. �«ï ª ¦¤®£®

­ ¡®à   âà¨¡ãâ®¢ A 2 A à áá¬®âà¨¬ ¬­®¦¥áâ¢® NR(A) = fR1 : R1 2

R(A) ¨ R �R1 = ;g.

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 5.11. �«ï «î¡®£® í«¥¬¥­â  R 2 R(C) ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ 

NR(A), £¤¥ A 2 A, ®¡à §ãîâ ¨¤¥ « NR ¢ K- «£¥¡à¥ R.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �ãáâì Ri 2 NR(A); ¤«ï i 2 I. � áá¬®âà¨¬

¬­®¦¥áâ¢®  â®¬®¢ í«¥¬¥­â  R � (
S
i2I

Ri). �®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 5.2,

t |  â®¬ R � (
S
i2I

Ri) â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  i�1(t) 2 At(R) ¨

i�2(t) 2 At(
S
i2I

Ri), £¤¥ i1 : C ! C t A, i2 : A ! C t A. � ª

ª ª At(
S
i2I

Ri) =
S
i2I

At(Ri), â® i�2(t) 2 At(Ri), ¤«ï ­¥ª®â®à®£® i 2 I.

�®£¤  ¨§ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 5.2 á«¥¤ã¥â, çâ® t 2 At(R� Ri), çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â

ãá«®¢¨î R � Ri = ;. �âáî¤  á«¥¤ã¥â à ¢¥­áâ¢® R � (
S
i2I

Ri) = ;

¨«¨
S
i2I

Ri 2 NR(A). �­ «®£¨ç­® ¯®ª §ë¢ ¥âáï, çâ®
T
i2I

Ri 2 NR(A) ¨
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R1 n R2 2 NR(A), ¥á«¨ R1; R2 2 NR(A). �à®¬¥ â®£®, ¥á«¨ R1 2 NR(A)

¨ R0 | ¯à®¨§¢®«ì­ë© í«¥¬¥­â R(A), â® R1 \ R0 2 NR(A). � ª¨¬

®¡à §®¬ ¤®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® NR(A) | ¨¤¥ « ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë R(A). �«ï

§ ¢¥àè¥­¨ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ­ã¦­® ¯®ª § âì, çâ® At(NR(A)) | ¨¤¥ «ì­ ï

¯®¤¤¨ £à ¬¬  ¤¨ £à ¬¬ë AtR ¨ ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï á«¥¤áâ¢¨¥¬ 5.6. �ãáâì

' 2 A(A;B) ¨ t 2 At(NR(B)). � áá¬®âà¨¬ R�'
�(t). �®£« á­® à ¢¥­áâ¢ ¬

C10 ¨ C1 ¨¬¥¥¬, R � '�(t) = (id(C) [ ')�(R � t) = (id(C) [ ')�(;) = ;.

�® ¥áâì '�(t) 2 At(NR(A)). �ãáâì, â¥¯¥àì, t 2 AtR(B) ¨ '�(t) 2

At(NR(A)). � áá¬®âà¨¬ (id(C) [ ')�(R � t). �à¨¬¥­ïï à ¢¥­áâ¢® C10,

¯®«ãç¨¬ (id(C) [ ')�(R � t) = R � '�(t) = ;. �âáî¤ , R� t = ;, â ª ª ª,

¥á«¨ ¡ëR�t ¡ë«® ­¥¯ãáâ®, â® ¨ (id(C)[')�(R�t) =
S

t02At(R�t)

(id(C)[')�(t0)

¡ë«® ¡ë ­¥¯ãáâ®. � ª¨¬ ®¡à §®¬, At(NR) ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ®¯à¥¤¥«¥­¨î 5.1

¨¤¥ «ì­®© ¯®¤¤¨ £à ¬¬ë.

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 5.12. K- «£¥¡à  R ­¥¯à¨¢®¤¨¬  â®£¤  ¨ â®«ìª®

â®£¤ , ª®£¤  ­¥ áãé¥áâ¢ã¥â ­¥¯ãáâëå í«¥¬¥­â®¢ R1 ¨ R2 2 R â ª¨å, çâ®

¤¥ª àâ®¢® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ R1 �R2 = ;.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �ãáâì R | ­¥¯à¨¢®¤¨¬ ï K- «£¥¡à  ¨ R1

| ¯à®¨§¢®«ì­ë© ­¥¯ãáâ®© ¥¥ í«¥¬¥­â. � áá¬®âà¨¬ ¨¤¥ « NR1
� R. � ª

ª ª á®£« á­® à ¢¥­áâ¢ã C11 i�1(R1 � R1) = R1 ­¥¯ãáâ®, â® R1 � R1 6= ;.

�âáî¤ , R1 62 NR1
. � ­¥¯à¨¢®¤¨¬®© K- «£¥¡à¥ R ­¥â á®¡áâ¢¥­­ëå ¨¤¥ «®¢

¨ NR1
6= R, ¯®íâ®¬ã NR1

= ;. �® ¥áâì R1 �R2 6= ; ¤«ï «î¡ëå ­¥¯ãáâëå

í«¥¬¥­â®¢ R1 ¨ R2.

�¡à â­®, ¯ãáâì R|¯à¨¢®¤¨¬ , â® ¥áâìR = R0�R00 ¨R0 6= ; ¨R00 6= ;.

�®£¤  áãé¥áâ¢ãîâ ­¥¯ãáâë¥ í«¥¬¥­âë R0 2 R0 ¨ R00 2 R00. � áá¬®âà¨¬

í«¥¬¥­âë R = R0 �R00 ¢¨¤  R1 = (R0; ;) ¨ R2 = (;; R00). �­¨ ­¥¯ãáâë ¨

R1 �R2 = (R1; ;)�R2(;; R2) = (R1 � ;; ; �R2) = ;:

� « ¥ ¤ á â ¢ ¨ ¥ 5.13. �®¤ «£¥¡à  R1 � R ­¥¯à¨¢®¤¨¬®© K- «£¥¡àë

R | ­¥¯à¨¢®¤¨¬ .

� « ¥ ¤ á â ¢ ¨ ¥ 5.14. K- «£¥¡à  ­¥¯à¨¢®¤¨¬  â®£¤  ¨ â®«ìª®

â®£¤ , ª®£¤  ¤«ï «î¡ëå ­¥¯ãáâëå í«¥¬¥­â®¢ R1; R2 2 R ¨¬¥¥âáï à ¢¥­áâ¢®

i�1(R1�R2) = R1, £¤¥ i1 | ¥áâ¥áâ¢¥­­®¥ ¢«®¦¥­¨¥, ®¯à¥¤¥«ïîé¥¥ ¤¥ª àâ®¢®

¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¥á«¨ ¤«ï «î¡ëå ­¥¯ãáâëå

í«¥¬¥­â®¢ R1; R2 2 R ¨¬¥¥âáï à ¢¥­áâ¢® i�1(R1 � R2) = R1 6= ;, â® ¨

R1 � R2 6= ;, â® ¥áâì ¢ R ­¥â ¤¥«¨â¥«¥© ¯ãáâ®£® í«¥¬¥­â . �®£¤  ¨§
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ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 5.12 ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® R | ­¥¯à¨¢®¤¨¬ . �¡à â­®, ¯ãáâì R

­¥¯à¨¢®¤¨¬  ¨ R1; R2 2 R| ­¥¯ãáâë¥ ¥¥ í«¥¬¥­âë. �®ª ¦¥¬, çâ® í«¥¬¥­â

(R1ni
�

1(R1�R2))�R2 = ;. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, â ª ª ª (R1ni
�

1(R1�R2))�R2 �

R1 �R2, â®, á®£« á­® á¢®©áâ¢ã C4
0, ¨¬¥¥¬:

i�1[(R1 n i
�

1(R1 �R2))�R2] � i
�

1(R1 �R2):

� ¤àã£®© áâ®à®­ë, ¨§ á¢®©áâ¢  C5 á«¥¤ã¥â, çâ®

i�1[(R1 n i
�

1(R1 �R2))�R2] � R1 n i
�

1(R1 �R2):

�âáî¤  i�1[(R1 n i
�

1(R1 � R2)) � R2] = ; ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, (R1 n i
�

1(R1 �

R2))�R2 = ;. � ª ª ª R | ­¥¯à¨¢®¤¨¬ , â® á®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 5.12,

¢ ­¥© ­¥â ¤¥«¨â¥«¥© ¯ãáâ®£® í«¥¬¥­â , ¯®íâ®¬ã R1 n i
�

1(R1 �R2) = ;. � ª

ª ª i�1(R1 �R2) � R1, â® i
�

1(R1 �R2) = R1.

� ¥ ® à ¥ ¬   5.15. �ãáâì R | ¯à®¨§¢®«ì­ ï K- «£¥¡à  á ª®­¥ç­ë¬

¬­®¦¥áâ¢®¬ ®¡à §ãîé¨å. �®£¤  R ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥ ¯àï¬®© áã¬¬ë

­¥¯à¨¢®¤¨¬ëå K- «£¥¡à R =
L

s2SpecR

Rs ¯® ¬­®¦¥áâ¢ã SpecR |  â®¬®¢

¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë ¨¤¥ «ì­ëå ¯®¤¤¨ £à ¬¬ ¤¨ £à ¬¬ë AtR. �á«¨ j : R !

R0 | £®¬®¬®àä¨§¬ K- «£¥¡à, â® ®­ ¨­¤ãæ¨àã¥â ¥áâ¥áâ¢¥­­®¥ ç áâ¨ç­®¥

®â®¡à ¦¥­¨¥

j : SpecR0! SpecR

¨ ¬­®¦¥áâ¢® £®¬®¬®àä¨§¬®¢-¢«®¦¥­¨©

js0 : Rj(s0) ! R
0

s0;

¤«ï ¢á¥å s0 2 SpecR0, ¤«ï ª®â®àëå ®¯à¥¤¥«¥­® ®â®¡à ¦¥­¨¥ j â ª, çâ®

j(R) = j(
L

s2SpecR

Rs) =
L

s02SpecR0

js0(Rj(s0)), £¤¥ R | ¯à®¨§¢®«ì­ë© í«¥¬¥­â

R.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. � áá¬®âà¨¬ ¡ã«¥¢ã  «£¥¡àã ¨¤¥ «ì­ëå ¯®¤¤¨ -

£à ¬¬ J (R) ¤¨ £à ¬¬ë AtR. �ãáâì SpecR | ¬­®¦¥áâ¢®  â®¬®¢ ¡ã«¥¢®©

 «£¥¡àë J (R). �®£¤  ¤«ï ª ¦¤®© ¯®¤¤¨ £à ¬¬ë s 2 SpecR  «£¥¡à  Rs

­¥¯à¨¢®¤¨¬ , â ª ª ª ¢ ¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥, á®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï¬ 5.7 ¨

5.5, ¯®¤¤¨ £à ¬¬  s ­¥ ï¢«ï« áì ¡ë  â®¬®¬ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë J (R).

� ª ª ª AtR =
S

s2SpecR

s, â® «î¡®© í«¥¬¥­â R 2 R(A) ¥¤¨­áâ¢¥­­ë¬

®¡à §®¬ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥ R =
S

s2SpecR

Rs, £¤¥ Rs 2 Rs(A) ¨ ®¯à¥¤¥-
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«ïîâáï ¯® ä®à¬ã«¥ Rs = R\s(A). �ç¥¢¨¤­®, çâ® ®¯¥à æ¨¨ ­ ¤ í«¥¬¥­â ¬¨

R =
S

s2SpecR

Rs ¢ë¯®«­ïîâáï ¯®ª®®à¤¨­ â­®. �âáî¤  R =
L

s2SpecR

Rs

�ãáâì j : R ! R0 | £®¬®¬®àä¨§¬ K- «£¥¡à. �®£¤  R =
L

s2SpecR

Rs ¨

R0 =
L

s02SpecR0

R0s0 . �«ï ª ¦¤®© ¯ àë í«¥¬¥­â®¢ s 2 SpecR ¨ s0 2 SpecR0

à áá¬®âà¨¬ áª¢®§­®© £®¬®¬®àä¨§¬

is;s0 : Rs � R
j
!R

0
! R

0

s0;

£¤¥ ªà ©­¨¥ £®¬®¬®àä¨§¬ë | íâ® ¥áâ¥áâ¢¥­­ë¥ ¢«®¦¥­¨ï ¨ ¯à®¥ªæ¨¨

¯àï¬®© áã¬¬ë. � ª ª ªRs | ­¥¯à¨¢®¤¨¬ ï K- «£¥¡à  ¨ ¢ ­¥© ­¥â ¨¤¥ «®¢,

â® is;s0 | «¨¡® ¢«®¦¥­¨¥, «¨¡® ®â®¡à ¦¥­¨¥ ¢ ¯ãáâ®© í«¥¬¥­â R0s.

�ãáâì s1 6= s2 2 SpecR. �®ª ¦¥¬, çâ® ¤«ï «î¡®£® í«¥¬¥­â  s
0 2 SpecR0

®¡  £®¬®¬®àä¨§¬  is1;s0 ¨ is2;s0 ­¥ ¬®£ãâ ¡ëâì ¢«®¦¥­¨ï¬¨. �«ï íâ®£®

à áá¬®âà¨¬ áª¢®§­®© £®¬®¬®àä¨§¬

is1s2;s0 : Rs1 �Rs2 � R
j
! R

0
! R

0

s0 ;

£¤¥ ªà ©­¨¥ £®¬®¬®àä¨§¬ë | ¥áâ¥áâ¢¥­­®¥ ¢«®¦¥­¨¥ ¨ ¯à®¥ªæ¨ï ¯àï¬®©

áã¬¬ë. �ç¥¢¨¤­®, çâ® ®£à ­¨ç¥­¨¥ £®¬®¬®àä¨§¬  is1s2;s0 ­  Rs1 ¨ Rs2

á®¢¯ ¤ ¥â, á®®â¢¥âáâ¢¥­­®, á is1s0 ¨ is2s0. �®§ì¬¥¬ ­¥¯ãáâë¥ í«¥¬¥­âë ¢¨¤ 

(R1; ;) ¨ (;; R2) ¨§ Rs1 �Rs2 , £¤¥ R1 2 Rs1 R2 2 Rs2. � ª ª ª ¤¥ª àâ®¢®

¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ (R1; ;) � (;; R2) = (R1 � ;; ; � R2) = ;, â® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥

®¡à §®¢ í«¥¬¥­â®¢ (R1; ;), (;; R2) ¯à¨ £®¬®¬®àä¨§¬¥ is1s2;s0 ¯ãáâ®, â® ¥áâì

is1s2 ;s0(R1; ;)� is1s2;s0(;; R2) = is1s2 ;s0((R1; ;)� (;; R2)) = ;:

�§ ­¥¯à¨¢®¤¨¬®áâ¨ R0s0 á«¥¤ã¥â (ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ 5.12), çâ® ®¤¨­ ¨§ í«¥¬¥­â®¢

is1s2;s0(R1; ;) ¨«¨ is1s2;s0(;; R2) ¯ãáâ. �«ï ®¯à¥¤¥«¥­­®áâ¨ ¯à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ®

is1s2;s0(R1; ;) = ;. �âáî¤ , is1;s0(R1; ;) = ;, â® ¥áâì is1;s0 | ­¥ ¢«®¦¥­¨¥.

�®«®¦¨¬ j(s0) = s, ¥á«¨ is1;s0 | ¢«®¦¥­¨¥. � ª¨¬ ®¡à §®¬, j |

ç áâ¨ç­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥. �à®¬¥ â®£®, ¯®«®¦¨¬ js0 = is1;s0 , ¤«ï s = j(s0).

�â® § ¢¥àè ¥â ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë.
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6 �¯¨á ­¨¥ ¨ ª« áá¨ä¨ª æ¨ï ­¥¯à¨¢®¤¨-

¬ëå à¥«ïæ¨®­­ëå  «£¥¡à

�® â¥®à¥¬¥ ¯à¥¤ë¤ãé¥£® à §¤¥«  ¯à®¨§¢®«ì­ ï à¥«ïæ¨®­­ ï  «£¥¡à  á ª®-

­¥ç­ë¬ ¬­®¦¥áâ¢®¬ ®¡à §ãîé¨å ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥ ª ­®­¨ç¥áª®© ¯àï-

¬®© áã¬¬ë ­¥¯à¨¢®¤¨¬ëå à¥«ïæ¨®­­ëå  «£¥¡à. �®íâ®¬ã, çâ®¡ë § ¢¥àè¨âì

®¯¨á ­¨¥ à¥«ïæ¨®­­ëå  «£¥¡à, ­ã¦­® ¤ âì ®¯¨á ­¨¥ ­¥¯à¨¢®¤¨¬ëå à¥«ï-

æ¨®­­ëå  «£¥¡à.

� ¥ ® à ¥ ¬   6.1. �á«¨ R | ­¥¯à¨¢®¤¨¬ ï K- «£¥¡à  á ª®­¥ç­ë¬

¬­®¦¥áâ¢®¬ ®¡à §ãîé¨å, â®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â £®¬®¬®àä¨§¬ - ¢«®¦¥­¨¥ R !

D, £¤¥ D | K- «£¥¡à  ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­ëå ®â­®è¥­¨© (á¬. ¯à¨¬¥à 2.1).

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �ãáâì Ri 2 R(Ai), ¤«ï i = 1; :::; n |

®¡à §ãîé¨¥ K- «£¥¡àëR. � áá¬®âà¨¬ á¢®¡®¤­ãî K- «£¥¡àã K[A1; :::; An]

¨ £®¬®¬®àä¨§¬ j : K[A1; :::; An] ! R, ª®â®àë© ¯¥à¥¢®¤¨â ®¡à §ãîé¨¥ Ai

¢ Ri, â® ¥áâì j(Ai) = Ri, ¤«ï i = 1; :::; n. �®£¤ , â ª ª ª j | £®¬®¬®àä¨§¬

­  ¢áî  «£¥¡àã, â®, á®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï¬ 5.7 ¨ 5.5, ¨¬¥¥¬ à ¢¥­áâ¢®:

K[A1; :::; An] = j�1(;)�R:

�âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® R ¢ª« ¤ë¢ ¥âáï ¢ K[A1; :::; An].

�ãáâì R 2 R(A) � K[A1; :::; An] | ­¥¯ãáâ®© í«¥¬¥­â R. �®£« á­®

¯®áâà®¥­¨î á¢®¡®¤­®© K- «£¥¡àë K[A1; :::; An] ¥¥ í«¥¬¥­â R ¯à¥¤áâ ¢«ï-

¥âáï ­¥ª®â®à®© ®¯¥à æ¨¥© ­ ¤ ®â­®è¥­¨ï¬¨ f 2 K(A1; :::; An;A). � ª ª ª

¯® ¯®áâà®¥­¨î f | ­¥¯ãáâ ï ®¯¥à æ¨ï, â® ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î à ¢¥­áâ¢  ®¯¥-

à æ¨© áãé¥áâ¢ãîâ â ª¨¥ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­ë¥ ®â­®è¥­¨ï, çâ® ri 2 D(Ai), çâ®

f(r1; :::; rn) 6= ;.

� áá¬®âà¨¬ £®¬®¬®àä¨§¬ (r1; :::; rn) : K[A1; :::; An] ! D, ¯¥à¥¢®¤ïé¨©

®¡à §ãîé¨¥ Ai  «£¥¡àë K[A1; :::; An] ¢ ri, i = 1; :::; n. �â®â £®¬®¬®àä¨§¬

¯¥à¥¢®¤¨â í«¥¬¥­â R 2 R � K[A1; :::; An], á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© f , ¢ ­¥¯ãáâ®©

í«¥¬¥­â K- «£¥¡àë D. �®íâ®¬ã ®£à ­¨ç¥­¨¥ £®¬®¬®àä¨§¬  (r1; :::; rn) ­ 

R | ¢«®¦¥­¨¥, â ª ª ª R ­¥¯à¨¢®¤¨¬  ¨ ­¥ ¨¬¥¥â á®¡áâ¢¥­­ëå ¨¤¥ «®¢.

�â® § ¢¥àè ¥â ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë.

� ¬¥â¨¬, çâ®, á®£« á­® á«¥¤áâ¢¨ï¬ 5.13 ¨ 5.14, ª ¦¤ ï ¯®¤ «£¥¡à 

 «£¥¡àë à¥ «ì­ëå ®â­®è¥­¨© D ­¥¯à¨¢®¤¨¬ . �®íâ®¬ã ¯® â¥®à¥¬¥ 5.1,

çâ®¡ë ®¯¨á âì ¢á¥ ­¥¯à¨¢®¤¨¬ë¥ à¥«ïæ¨®­­ë¥  «£¥¡àë, ­ã¦­® ®¯¨á âì ¢á¥

à¥«ïæ¨®­­ë¥ ¯®¤ «£¥¡àë  «£¥¡àë D.

48



� «¥¥ ¡ã¤¥â ¯à¥¤¯®« £ âìáï, çâ® ¯®¤ «£¥¡à  R á®¤¥à¦¨â ¥¤¨­¨æë

 «£¥¡àë D. �â® ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨¥ ­¥ á¨«ì­® ®£à ­¨ç¨¢ ¥â ®¡é­®áâì, â ª ª ª

¢ ¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥, ¥á«¨ ¢ ª ç¥áâ¢¥ ®¡« áâ¥© §­ ç¥­¨©  âà¨¡ãâ®¢ ¢§ïâì

í«¥¬¥­âë, ¢å®¤ïé¨¥ å®âï ¡ë ¢ ®¤­® ¨§ ®â­®è¥­¨©  «£¥¡àë R, â® ãá«®¢¨¥

¡ã¤¥â ¢ë¯®«­¥­®.

�«ï ­ ç «  à áá¬®âà¨¬  «£¥¡àã à¥ «ì­ëå ®â­®è¥­¨©, ¢¢¥¤¥­­ãî ¢

à §¤¥«¥ 1, ­ ¤ ª â¥£®à¨¥© ­ ¡®à®¢  âà¨¡ãâ®¢ �A ¡¥§ ãá«®¢¨ï ª®­¥ç­®áâ¨

í«¥¬¥­â®¢ ¢ ­ ¡®à å. �¥à¥§ D, ª ª ¨ à ­ìè¥, ®¡®§­ ç ¥âáï à §ê¥¤¨­¥­­®¥

®¡ê¥¤¨­¥­¨¥ ®¡« áâ¥© §­ ç¥­¨© ¢á¥å â¨¯®¢  âà¨¡ãâ®¢, à áá¬ âà¨¢ ¥¬®¥

ª ª ­ ¡®à  âà¨¡ãâ®¢. �«ï «î¡®£® ­ ¡®à   âà¨¡ãâ  A, ª®­¥ç­®£® ¨«¨

¡¥áª®­¥ç­®£®, ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ®â­®è¥­¨© D(A) á ­ ¡®à®¬  âà¨¡ãâ®¢ A

¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î á®¢¯ ¤ ¥â á ¬­®¦¥áâ¢®¬ ¢á¥å ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  ¢ A(A;D),

£¤¥ A(A;D) | ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ®â®¡à ¦¥­¨© (á®£« á®¢ ­¨©) ¨§ ­ ¡®à 

 âà¨¡ãâ®¢ A ¢ D, á®åà ­ïîé¨¥ â¨¯ë  âà¨¡ãâ®¢.

�ãáâì R | à¥«ïæ¨®­­ ï ¯®¤ «£¥¡à  ¢ D. �â® ®§­ ç ¥â, çâ® ¤«ï

ª ¦¤®£® ­ ¡®à   âà¨¡ãâ®¢ A ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® R(A) � D(A) ï¢«ï¥âáï ¯®«­®©

¡ã«¥¢®© ¯®¤ «£¥¡à®©, ¨ ¤«ï ª ¦¤®£® á®£« á®¢ ­¨ï  âà¨¡ãâ®¢ ' : B ! A ¨

¯à®¨§¢®«ì­ëå ®â­®è¥­¨© R 2 R(A) ¨ R0 2 R(B) ®â­®è¥­¨ï '�(R) 2 R(B)

¨ '�(R
0) 2 R(A).

� áá¬®âà¨¬ ¯®«­ãî ¡ã«¥¢ã  «£¥¡àã R(D). �­  ï¢«ï¥âáï ¯®¤ «£¥¡à®©

D(D), ª®â®à ï, ¢ á¢®î ®ç¥à¥¤ì, ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¡ã«¥¢ã  «£¥¡àã ¢á¥å

¯®¤¬­®¦¥áâ¢ ¬­®¦¥áâ¢  A(D;D). � ª ª ª R(D) á®¤¥à¦¨â ¥¤¨­¨æã E(D)

¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë D(D) ¨ ¢ ­¥© ®¯à¥¤¥«¥­  ®¯¥à æ¨ï ¡¥áª®­¥ç­®£® ¯¥à¥á¥-

ç¥­¨ï, â® áãé¥áâ¢ã¥â ­ ¨¬¥­ìè¨© í«¥¬¥­â H 2 R(D), á®¤¥à¦ é¨© â®¦¤¥-

áâ¢¥­­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ id(D) 2 A(D;D).

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 6.2. �®¤¬­®¦¥áâ¢® H � A(D;D) ï¢«ï¥âáï £àã¯¯®©

®â­®á¨â¥«ì­® ®¯¥à æ¨¨ ª®¬¯®§¨æ¨¨.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �®¤¬­®¦¥áâ¢® H ¯® ¯®áâà®¥­¨î á®¤¥à¦¨â

¥¤¨­¨æã id(D) 2 H. �ãáâì h 2 H � A(D;D) | ¯à®¨§¢®«ì­ë© í«¥¬¥­â

¬­®¦¥áâ¢  H. � áá¬®âà¨¬ ®â­®è¥­¨¥ h�(H). �® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ®¯¥à æ¨¨

h�, ®â­®è¥­¨¥ h�(H) á®áâ®¨â ¨§ ¢á¥å í«¥¬¥­â®¢ ¢¨¤  h1 � h, £¤¥ h1 2

H, â® ¥áâì h�(H) = H � h (§­ ª®¬ � ®¡®§­ ç¥­  ®¯¥à æ¨ï ª®¬¯®§¨æ¨¨

®â®¡à ¦¥­¨©). � ç áâ­®áâ¨, í«¥¬¥­â h = id(D) � h 2 h�(H). � ª¨¬

®¡à §®¬, h�(H) ¨ H ¨¬¥îâ ­¥¯ãáâ®¥ ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥. � ª ª ª H |  â®¬

¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë R(D), â®, á®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 5.1, h�(H) |  â®¬ ¨

H = h�(H). �â ª ¤®ª § ­®, çâ® ¤«ï «î¡®£® h 2 H ¢ë¯®«­ï¥âáï à ¢¥­áâ¢®

H = H �h, â® ¥áâì ª®¬¯®§¨æ¨ï ®â®¡à ¦¥­¨© ¨§ H � A(D;D) ¯à¨­ ¤«¥¦¨â
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H ¨ ¤«ï ª ¦¤®£® h 2 H ­ ©¤¥âáï h�1 2 H, çâ® h�1 � h = id(D).

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 6.3. �«ï «î¡®£®  â®¬  R ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë

R(A) áãé¥áâ¢ã¥â á®£« á®¢ ­¨¥ ­ ¡®à®¢  âà¨¡ãâ®¢ ' : A ! D â ª®¥, çâ®

R = '�(H).

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. � ª ª ª R | ¯®¤ «£¥¡à  D, â® í«¥¬¥­â

R 2 R(A) | íâ® ­¥ª®â®à®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® R � A(A;D). �«¥¬¥­â

R ­¥¯ãáâ®©, ¯®íâ®¬ã áãé¥áâ¢ã¥â ­¥ª®â®à®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ ' : A ! D,

¯à¨­ ¤«¥¦ é¥¥ R. � áá¬®âà¨¬ '�(H). �® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ®¯¥à æ¨¨ '�

¬­®¦¥áâ¢® (®â­®è¥­¨¥) '�(H) = H � ' á®áâ®¨â ¨§ ®â®¡à ¦¥­¨© ­ ¡®à 

A ¢ D, ¯à¥¤áâ ¢¨¬ëå ¢ ¢¨¤¥ ª®¬¯®§¨æ¨¨ ®â®¡à ¦¥­¨ï ' ¨ ®â®¡à ¦¥­¨©

h 2 H. � ç áâ­®áâ¨, í«¥¬¥­â ' = id(D) � ' 2 '�(H). � ª¨¬ ®¡à §®¬,

R ¨ '�(H) ¨¬¥îâ ­¥¯ãáâ®¥ ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥. � ª ª ª R ¨ '�(H) |  â®¬ë, â®

R = '�(H).

�¥à¥©¤¥¬ ª ¤àã£®¬ã ¯®áâà®¥­¨î â®© ¦¥ £àã¯¯ë H.

�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ S(D) ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­ëå ®â®¡à -

¦¥­¨© D ­  á¥¡ï, á®åà ­ïîé¨å â¨¯ë  âà¨¡ãâ®¢. �ç¥¢¨¤­®, çâ® S(D)

®¡à §ã¥â £àã¯¯ã ®â­®á¨â¥«ì­® ª®¬¯®§¨æ¨¨ ®â®¡à ¦¥­¨©. �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì,

çâ® ®â­®è¥­¨¥ R á¨¬¬¥âà¨ç­® ®â­®á¨â¥«ì­® h 2 S(D), ¥á«¨ ®â­®è¥­¨¥ R

­¥ ¨§¬¥­ï¥âáï ¯®á«¥ § ¬¥­ë §­ ç¥­¨©  âà¨¡ãâ®¢ ¯®¤ ¤¥©áâ¢¨¥¬ ®â®¡à ¦¥-

­¨ï h, â® ¥áâì h �R = R, £¤¥ ç¥à¥§ �, ª ª ¨ ¯à¥¦¤¥, ®¡®§­ ç¥­  ®¯¥à æ¨ï

ª®¬¯®§¨æ¨¨ ®â®¡à ¦¥­¨© ¨§ R � A(A;D) ¨ ®â®¡à ¦¥­¨ï h 2 D.

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 6.4. �ãáâì Ri 2 D(A), ¤«ï i 2 I, |

­¥ª®â®à®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ®â­®è¥­¨©, á¨¬¬¥âà¨ç­ëå ®â­®á¨â¥«ì­® h 2 S(D).

�®£¤  ®â­®è¥­¨ï
S
i2I

Ri,
T
i2I

Ri, Ri nRj á¨¬¬¥âà¨ç­ë ®â­®á¨â¥«ì­® h. �á«¨

' : B ! A ¨  : A! C | ¯à®¨§¢®«ì­ë¥ á®£« á®¢ ­¨ï ­ ¡®à®¢  âà¨¡ãâ®¢,

â® ®â­®è¥­¨ï '�(Ri) ¨  �(Ri) â ª¦¥ á¨¬¬¥âà¨ç­ë ®â­®á¨â¥«ì­® h.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ® ®ç¥¢¨¤­®.

�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ SfRigi2I ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ®â®¡à ¦¥­¨© h 2 S(D),

®â­®á¨â¥«ì­® ª®â®àëå á¨¬¬¥âà¨ç­ë ®â­®è¥­¨ï Ri, ¯à¨ i 2 I. �ç¥¢¨¤­®,

çâ® ¬­®¦¥áâ¢® ®â®¡à ¦¥­¨© SfRigi2I ®¡à §ã¥â ¯®¤£àã¯¯ã ¢ S(D), ª®â®à ï

­ §ë¢ ¥âáï £àã¯¯®© á¨¬¬¥âà¨¨ ¤ ­­®£® ¬­®¦¥áâ¢  ®â­®è¥­¨©.

�§ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 6.4 ¢ëâ¥ª ¥â á«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥.

� « ¥ ¤ á â ¢ ¨ ¥ 6.5. �á«¨ R � D | ¯®¤ «£¥¡à   «£¥¡àë ®â­®è¥­¨© ¨

Ri, ¯à¨ i 2 I, | ¥¥ ®¡à §ãîé¨¥, â® «î¡®¥ ®â­®è¥­¨¥ R 2 R á¨¬¬¥âà¨ç­®

®â­®á¨â¥«ì­® ¢áïª®£® h 2 SfRigi2I .

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 6.6. �«ï ¯à®¨§¢®«ì­®© à¥«ïæ¨®­­®© ¯®¤ «£¥¡àë
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R � D  «£¥¡àë ®â­®è¥­¨© £àã¯¯  H ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 3.2 á®¢¯ ¤ ¥â á £àã¯¯®©

á¨¬¬¥âà¨¨ S(R) = SfRigi2I, £¤¥ Ri; i 2 I, | ®¡à §ãîé¨¥ ¯®¤ «£¥¡àë R.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �®ª ¦¥¬, çâ® S(R) � H. � ª ª ª H 2 R,

â® ®â­®è¥­¨¥ H, á®£« á­® á«¥¤áâ¢¨î 6.5, á¨¬¬¥âà¨ç­® ®â­®á¨â¥«ì­® ¢á¥å

h 2 S(R), â® ¥áâì H = h � H ¤«ï ¢á¥å h 2 S(R). � ª ª ª H á®¤¥à¦¨â

â®¦¤¥áâ¢¥­­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ id(D), â® ®âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® h 2 H ¤«ï ¢á¥å

h 2 S(R), â® ¥áâì S(R) � H. �¥à¥©¤¥¬ ª ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã ¢ª«îç¥­¨ï

H � S(R). �ãáâì h 2 H | ¯à®¨§¢®«ì­ë© í«¥¬¥­â. � ª ª ª H |

£àã¯¯  ®â­®á¨â¥«ì­® ®¯¥à æ¨¨ ª®¬¯®§¨æ¨¨, â® ®ç¥¢¨¤­®, çâ® H = h�H, â®

¥áâì ®â­®è¥­¨¥ H á¨¬¬¥âà¨ç­® ®â­®á¨â¥«ì­® h. �®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î

6.3 «î¡®¥ ®â­®è¥­¨¥ R 2 R ¯®«ãç ¥âáï ¨§ H á ¯®¬®éìî ®¯¥à æ¨©

'� ¨ ®¡ê¥¤¨­¥­¨©. �âáî¤ , á®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 6.4, ®â­®è¥­¨¥ R

á¨¬¬¥âà¨ç­® ®â­®á¨â¥«ì­® h 2 H. � ª ª ª ®â­®è¥­¨¥ R 2 R | «î¡®¥, â®

h 2 S(R), çâ® § ¢¥àè ¥â ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¢ª«îç¥­¨ï H � S(R).

� ¥ ® à ¥ ¬   6.7. �¥«ïæ¨®­­ë¥ ¯®¤ «£¥¡àë R � D  «£¥¡àë ®â­®è¥­¨©

D ­ ¤ ª â¥£®à¨¥© ­ ¡®à®¢  âà¨¡ãâ®¢ �A (¡¥§ ®£à ­¨ç¥­¨ï ¨å ª®­¥ç­®áâ¨)

­ å®¤ïâáï ¢® ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­®¬ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ¯®¤£àã¯¯ ¬¨ H � S(D)

£àã¯¯ë ¢á¥å ¯¥à¥áâ ­®¢®ª í«¥¬¥­â®¢ ®¡« áâ¨ §­ ç¥­¨©  âà¨¡ãâ®¢ D, á®-

åà ­ïîé¨å â¨¯ í«¥¬¥­â®¢. �®¤ «£¥¡à¥ R á®¯®áâ ¢«ï¥âáï ¯®¤£àã¯¯  H

¢á¥å ¯¥à¥áâ ­®¢®ª, ®â­®á¨â¥«ì­® ª®â®àëå á¨¬¬¥âà¨ç­® ª ¦¤®¥ ®â­®è¥­¨¥

¯®¤ «£¥¡àë R. �®¤£àã¯¯¥ H á®¯®áâ ¢«ï¥âáï ¯®¤ «£¥¡à  R, á®áâ®ïé ï ¨§

¢á¥å ®â­®è¥­¨© á¨¬¬¥âà¨ç­ëå ®â­®á¨â¥«ì­® í«¥¬¥­â®¢ £àã¯¯ë H.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �ãáâì R � D | ¯à®¨§¢®«ì­ ï ¯®¤ «£¥-

¡à . �®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 6.2, ¥© á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¯®¤£àã¯¯  H � S(D).

� ª ª ª, á®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 6.3, ¯®¤£àã¯¯  H, à áá¬®âà¥­­ ï ª ª ®â-

­®è¥­¨¥ H 2 R(D), ï¢«ï¥âáï  â®¬ à­®© ®¡à §ãîé¥© ¯®¤ «£¥¡àë R, â®

à §­ë¬ ¯®¤ «£¥¡à ¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîâ à §­ë¥ ¯®¤£àã¯¯ë. �ãáâì H � S(D)

| ¯à®¨§¢®«ì­ ï ¯®¤£àã¯¯ . �© á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¯®¤ «£¥¡à  R, ¯®à®¦¤¥­-

­ ï ®â­®è¥­¨¥¬ H 2 D(D). �ç¥¢¨¤­®, çâ® ã â ª®© ¯®¤ «£¥¡àë £àã¯¯ 

á¨¬¬¥âà¨¨ S(R) = SfHg = H ¨, á®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 6.6, H ï¢«ï¥âáï

 â®¬ à­ë¬ í«¥¬¥­â®¬ ¯®áâà®¥­­®© ¯®¤ «£¥¡àë R. �®íâ®¬ã à §­ë¬ ¯®¤-

£àã¯¯ ¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîâ à §­ë¥ ¯®¤ «£¥¡àë. �â®à®¥ ¨ âà¥âì¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥

â¥®à¥¬ë á«¥¤ãîâ ¨§ ãâ¢¥à¦¤¥­¨© 6.6 ¨ 6.5.

�   ¬ ¥ ç   ­ ¨ ¥ 6.1. �§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ë 6.7 ¢¨¤­®, çâ® âà¥¡®-

¢ ­¨¥ áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï ®â­®è¥­¨© á ­ ¡®à ¬¨  âà¨¡ãâ®¢ ¯à®¨§¢®«ì­®© ¬®é-

­®áâ¨ ¬®¦­® ®á« ¡¨âì âà¥¡®¢ ­¨¥¬ áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï ®â­®è¥­¨© á ­ ¡®à ¬¨

 âà¨¡ãâ®¢ ¬®é­®áâ¨, ­¥ ¯à¥¢ëè îé¨¬¨ ¬®é­®áâì ¬­®¦¥áâ¢  D.

51



� ¥ ® à ¥ ¬   6.8. �ãáâì R � D ¨ R0 � D0 | ¯®«­ë¥ ¯®¤ «£¥¡àë

 «£¥¡à ®â­®è¥­¨© á ®¡« áâï¬¨ §­ ç¥­¨©  âà¨¡ãâ®¢, á®®â¢¥âáâ¢¥­­®, D ¨

D0, ¨ j : R ! R0 | ¨§®¬®àä¨§¬ à¥«ïæ¨®­­ëå  «£¥¡à. �®£¤  ­ ©¤¥âáï

¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ g : D ! D0 ®¡« áâ¨ D ­  ®¡« áâì D0,

á®åà ­ïîé¥¥ â¨¯ë í«¥¬¥­â®¢, â ª®¥, çâ® H = g�1 � H 0 � g, £¤¥ H ¨ H 0

| ¯®¤£àã¯¯ë, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¯®¤ «£¥¡à ¬ R ¨ R0. � íâ®¬ á«ãç ¥ ¤«ï

«î¡®£® ®â­®è¥­¨ï R 2 R á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ¥¬ã ®â­®è¥­¨¥ j(R) 2 R0 ¨¬¥¥â

¢¨¤: j(R) = g �R.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �ãáâì H 2 R ¨ H 0 2 R0 | £àã¯¯ë,

®¯à¥¤¥«¥­­ë¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥¬ 6.2. � áá¬®âà¨¬ ®â­®è¥­¨¥ j(H). � ª ª ª j

| ¨§®¬®àä¨§¬ à¥«ïæ¨®­­ëå  «£¥¡à, â® ®­ ¯¥à¥¢®¤¨â  â®¬ à­ë© í«¥¬¥­â

H 2 R(D) ¢ ­¥ª®â®àë©  â®¬ à­ë© í«¥¬¥­â j(H) ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë R0(D).

�®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 6.3, â®£¤  ­ ©¤¥âáï â ª®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ g : D !

D, çâ® j(H) = g�(H 0). �­ «®£¨ç­ë¬¨ à ááã¦¤¥­¨ï¬¨ ­ ©¤¥âáï â ª®¥

®â®¡à ¦¥­¨¥ g1 : D
0 ! D, çâ® j�1(H 0) = g�1(H), £¤¥ j

�1 | £®¬®¬®àä¨§¬

 «£¥¡àë R0 ¢ R, ®¡à â­ë© £®¬®¬®àä¨§¬ã j. �®ª ¦¥¬, á­ ç « , çâ® g

| ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥. �«ï íâ®£® à áá¬®âà¨¬ à ¢¥­áâ¢®

H = j�1(j(H)) = j�1(g�(H 0)). � ª ª ª j�1 | £®¬®¬®àä¨§¬ à¥«ïæ¨®­­®©

 «£¥¡àë, â®, ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î £®¬®¬®àä¨§¬ , ®­ ª®¬¬ãâ¨àã¥â á ®¯¥à æ¨¥©

g�, ¨ ¯®á«¥¤­¥¥ à ¢¥­áâ¢® ¯à¨­¨¬ ¥â ¢¨¤ H = g�(j�1(H 0)). �ç¨âë¢ ï,

çâ® j�1(H 0) = g�1(H), ¯®«ãç¨¬ à ¢¥­áâ¢® H = g�(g�1(H)), ¨§ ª®â®à®£®, ¯®

®¯à¥¤¥«¥­¨î ®¯¥à æ¨© g� ¨ g�1, á«¥¤ã¥â, çâ® H = (H � g1)� g. � ç áâ­®áâ¨,

¨¬¥¥¬ à ¢¥­áâ¢®: id(D) = (h�g1)�g, â® ¥áâì ®â®¡à ¦¥­¨¥ g ¨¬¥¥â ®¡à â­®¥

á«¥¢ . �á«¨  ­ «®£¨ç­ë¬ ®¡à §®¬ à áá¬®âà¥âì à ¢¥­áâ¢® H 0 = j(j�1(H 0)),

â® ¯®«ãç¨¬ à ¢¥­áâ¢® H 0 = (H 0 � g) � g1, ¨§ ª®â®à®£® á«¥¤ã¥â à ¢¥­áâ¢®

h1 = (id(D0)�g)�g1, £¤¥ h1 2 H
0 ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ®¡à â¨¬. �¬­®¦¨¬ ®¡¥

ç áâ¨ ¯®á«¥¤­¥£® à ¢¥­áâ¢  ­  h�11 á¯à ¢ . �®«ãç¨¬, id(D0) = g�(g1�h
�1
1 ),

â® ¥áâì ®â®¡à ¦¥­¨¥ g ¨¬¥¥â ®¡à â­®¥ á¯à ¢ . �âáî¤  áâ ­¤ àâ­ë¬

®¡à §®¬ á«¥¤ã¥â, çâ® g | ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥.

�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¢ª«îç¥­¨ï g�1 �H 0 �g � H à áá¬®âà¨¬ ¢ëà ¦¥­¨¥

(g�1 � h2 � g)
�(g�(H 0)), £¤¥ h2 | ¯à®¨§¢®«ì­ë© í«¥¬¥­â £àã¯¯ë H 0. �®

®¯à¥¤¥«¥­¨î ®¯¥à æ¨© (g�1 � h2 � g)
� ¨ g�, ¨¬¥¥¬: (g�1 � h2 � g)

�(g�(H 0)) =

H 0 � g � (g�1 � h2 � g) = H 0 � g = g�(H 0), £¤¥ ¢â®à®¥ à ¢¥­áâ¢® á«¥¤ã¥â

¨§  áá®æ¨ â¨¢­®áâ¨ ®¯¥à æ¨¨ ª®¬¯®§¨æ¨¨ ¨ à ¢¥­áâ¢ g � g�1 = id(D),

H 0 � h2 = H 0. �â ª, ¤®ª § ­®, çâ® ®¯¥à æ¨ï (g�1 � h2 � g)
� ®áâ ¢«ï¥â

®â­®è¥­¨¥ g�(H 0) = j(H) ­¥¨§¬¥­­ë¬. � ª ª ª j | ¨§®¬®àä¨§¬, íâ®

§­ ç¨â, çâ® ®¯¥à æ¨ï (g�1 � h2 � g)
� ®áâ ¢«ï¥â ­¥¨§¬¥­­ë¬ ¨ ®â­®è¥­¨¥
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H. �® ¥áâì (g�1�h2�g)
�(H) = H ¨«¨, ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ¤¥©áâ¢¨ï ®¯¥à æ¨¨,

H � (g�1 � h2 � g) = H. � ª ª ª £àã¯¯  H á®¤¥à¦¨â â®¦¤¥áâ¢¥­­®¥

®â®¡à ¦¥­¨¥, â® ¯®á«¥¤­¥¥ à ¢¥­áâ¢® ¢®§¬®¦­® â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 

g�1 � h2 � g 2 H. �ç¨âë¢ ï, çâ® h2 | ¯à®¨§¢®«ì­ë© í«¥¬¥­â £àã¯¯ë H 0,

¯®«ãç ¥¬ ¢ª«îç¥­¨¥ g�1 �H 0 � g � H.

�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¢ª«îç¥­¨ï g�1�H 0�g � H ¯à®¢®¤ïâáï  ­ «®£¨ç­ë¥

à ááã¦¤¥­¨ï, £¤¥ ¢¬¥áâ® ®â®¡à ¦¥­¨ï g à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ®â®¡à ¦¥­¨¥

g1 : D0
! D. � à¥§ã«ìâ â¥ ¯®«ãç ¥âáï ¢ª«îç¥­¨¥ g�11 � H � g1 �

H 0. � ­¥¥ ¬ë ¯®«ãç¨«¨ à ¢¥­áâ¢® id(D) = (h � g1) � g, £¤¥ h 2 H.

�âáî¤  ¢ëà ¦ ¥âáï g1 = h�1 � g�1. �®¤áâ ¢¨¢ íâ® ¢ëà ¦¥­¨¥ ¢ ¯®á«¥¤­¥¥

¯®«ãç¥­­®¥ ¢ª«îç¥­¨¥, ¯®«ãç¨¬ á®®â­®è¥­¨¥ g � h � H � h�1 � g�1 � H 0.

�¬­®¦¨¬ íâ® á®®â­®è¥­¨¥ á«¥¢  ­  g�1 ¨ á¯à ¢  ­  g. �ç¨âë¢ ï, çâ® h

¯à¨­ ¤«¥¦¨â H, ¯®«ãç¨¬ âà¥¡ã¥¬®¥ ¢ª«îç¥­¨¥.

�§ ¤®ª § ­­ëå ¤¢ãå á®®â­®è¥­¨© g�1 �H 0 � g � H ¨ g�1 �H 0 � g � H

á«¥¤ã¥â âà¥¡ã¥¬®¥ à ¢¥­áâ¢® g�1 �H 0 � g = H.

�®á«¥¤­¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ â¥®à¥¬ë á«¥¤ã¥â ¨§ â®£®, çâ® á®¯®áâ ¢«¥­¨¥

R 7! g � R ¤«ï «î¡®£® ®â­®è¥­¨ï R 2 R ï¢«ï¥âáï, ®ç¥¢¨¤­ë¬ ®¡à §®¬,

£®¬®¬®àä¨§¬®¬ à¥«ïæ¨®­­ëå  «£¥¡à, ª®£¤  g : D ! D0 | ¢§ ¨¬­®

®¤­®§­ ç­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥. � ª ª ª íâ®â £®¬®¬®àä¨§¬ ¨ £®¬®¬®àä¨§¬ j,

¯¥à¥¢®¤ïâ ®¡à §ãîéãî H  «£¥¡àë R ¢ ®¤¨­ ¨ â®â ¦¥ í«¥¬¥­â j(H) =

g�(H 0) = (g �H � g�1) � g = g �H, â® ®­¨ á®¢¯ ¤ îâ.

�¥à¥©¤¥¬ ª ¨§ãç¥­¨î ¯®¤ «£¥¡à R � D  «£¥¡àë ®â­®è¥­¨© ­ ¤ ª -

â¥£®à¨¥© AT ª®­¥ç­ëå ­ ¡®à®¢  âà¨¡ãâ®¢. �à¨ íâ®¬ ®¡« áâì §­ ç¥­¨©

 âà¨¡ãâ®¢ D =
`
t2T

Dt ¬®¦¥â ¡ëâì ¡¥áª®­¥ç­®©.

� ª ª ª ª â¥£®à¨ï AT ï¢«ï¥âáï ¯®¤ª â¥£®à¨¥© ª â¥£®à¨¨ ¢á¥å ¬­®¦¥áâ¢
�AT , â¨¯¨§¨à®¢ ­­ëå ¬­®¦¥áâ¢®¬ T , â® ¥áâ¥áâ¢¥­­® ­ ç âì ¨§ãç¥­¨¥ ¯®¤ «-

£¥¡àë R á ¨§ãç¥­¨ï ­ ¨¬¥­ìè¥© ¯®¤ «£¥¡àë �R � �D, á®¤¥à¦ é¥© í«¥¬¥­âë

R, £¤¥ �D|  «£¥¡à  ¢á¥å ®â­®è¥­¨© á ¯à®¨§¢®«ì­ë¬¨ ­ ¡®à ¬¨  âà¨¡ãâ®¢.

�«£¥¡à  �R ­ §ë¢ ¥âáï ¯®¯®«­¥­¨¥¬  «£¥¡àë R §  áç¥â ®¯¥à æ¨© ­ ¤ ®â-

­®è¥­¨ï¬¨ á ¡¥áª®­¥ç­ë¬¨ ­ ¡®à ¬¨  âà¨¡ãâ®¢. �«ï «î¡®© ¯®¤ «£¥¡àë
�R � �D â ª®¥ ¯®¯®«­¥­¨¥ �R áãé¥áâ¢ã¥â, ª ª ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥ ¢á¥å ¯®¤ «£¥¡à ¢
�D, á®¤¥à¦ é¨å R.

�­â¥à¥á­ë¬ ¨ ¢ ¦­ë¬ ¢®¯à®á®¬ ï¢«ï¥âáï ¢®¯à®á ® â®¬, çâ® ¯à¨ â ª®¬

¯®¯®«­¥­¨¨ ¯à®¨áå®¤¨â á ¬­®¦¥áâ¢ ¬¨ R(A) ¤«ï ª®­¥ç­ëå ­ ¡®à®¢  âà¨-

¡ãâ®¢. �ç¥¢¨¤­®, çâ® R(A) � �R(A). �®«¥¥ â®£®, ª ¦¥âáï ¥áâ¥áâ¢¥­­ë¬,

çâ® R(A) = �R(A). �¤­ ª®,  ¢â®àã ã¤ «®áì ¤®ª § âì íâ® à ¢¥­áâ¢® «¨èì
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¯à¨ ãá«®¢¨¨ áç¥â­®áâ¨ ¨«¨ ª®­¥ç­®áâ¨ ®¡« áâ¨ §­ ç¥­¨©  âà¨¡ãâ®¢ D.

�ãáâì R � D | ¯à®¨§¢®«ì­ ï ¯®¤ «£¥¡à  à¥«ïæ¨®­­®©  «£¥¡àë ®â-

­®è¥­¨© á ª®­¥ç­ë¬¨ ­ ¡®à ¬¨  âà¨¡ãâ®¢. �«ï «î¡®£® ª®­¥ç­®£® ¯®¤-

¬­®¦¥áâ¢  eL : L � D ®¡« áâ¨ §­ ç¥­¨©  âà¨¡ãâ®¢ à áá¬®âà¨¬ ¯®«­ãî

¡ã«¥¢ã  «£¥¡àã R(L), ª®â®à ï ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ï¢«ï¥âáï ¯®¤ «£¥¡à®© ¡ã-

«¥¢®©  «£¥¡àë ¢á¥å ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ ¬­®¦¥áâ¢  �A(L;D). �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§

H(L) ­ ¨¬¥­ìè¨© í«¥¬¥­â ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë R(L), á®¤¥à¦ é¨© ®â®¡à ¦¥-

­¨¥ eL : L! D.

�¨áâ¥¬  ®â®¡à ¦¥­¨© H =
S

L�D

H(L), £¤¥ L| «î¡®¥ ª®­¥ç­®¥ ¯®¤¬­®-

¦¥áâ¢® D, ï¢«ï¥âáï  ­ «®£®¬ £àã¯¯ë H ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 6.2 ¤«ï ¯®¤ «£¥¡à

®â­®è¥­¨© á ª®­¥ç­ë¬¨ ­ ¡®à ¬¨  âà¨¡ãâ®¢. �á«¨ ®â®¡à ¦¥­¨ï h1 ¨ h2
¯à¨­ ¤«¥¦ â H ¨ ®¡à § ®â®¡à ¦¥­¨ï h2 á®¤¥à¦¨âáï ¢ ®¡« áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï

®â®¡à ¦¥­¨ï h1, â® ç¥à¥§ h1 � h2 ®¡®§­ ç ¥âáï ª®¬¯®§¨æ¨ï ®â®¡à ¦¥­¨©.

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 6.9. �¨áâ¥¬  ®â®¡à ¦¥­¨© H =
S

L�D

H(L) ®¡« ¤ ¥â

á«¥¤ãîé¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨:

¤«ï «î¡®£® ª®­¥ç­®£® ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  eL : L � D ¬­®¦¥áâ¢® H(L)

ï¢«ï¥âáï ¯®¤¬­®¦¥áâ¢®¬ ¬­®¦¥áâ¢  �AT (L;D), á®¤¥à¦ é¨¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥

eL;

¥á«¨ h1 : L1 ! L2 � D | í«¥¬¥­â ¬­®¦¥áâ¢  H(L1), â® h
�

1(H(L2)) =

H(L2) � h1 = H(L1).

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �¥à¢®¥ á¢®©áâ¢®, áä®à¬ã«¨à®¢ ­­®¥ ¢

ãâ¢¥à¦¤¥­¨¨, á«¥¤ã¥â ¨§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï H(L). �«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¢â®à®£®

¢â®à®£® á¢®©áâ¢  § ¬¥â¨¬, çâ® ¯® ¯®áâà®¥­¨î H(Li) | íâ®  â®¬ë ¡ã«¥-

¢ëå  «£¥¡à R(Li). � ¤àã£®© áâ®à®­ë, ®¯¥à æ¨ï h�1 ¯¥à¥¢®¤¨â  â®¬ë ¡ã-

«¥¢®©  «£¥¡àë R(L2) ¢  â®¬ë ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë R(L1). �«¥¤®¢ â¥«ì­®,

h�1(H(L2)) ¨ H(L1) |  â®¬ë ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë R(L1), ­® ®­¨ ¨¬¥îâ ®¡é¨©

í«¥¬¥­â h1,   ¯®â®¬ã á®¢¯ ¤ îâ.

� « ¥ ¤ á â ¢ ¨ ¥ 6.10. �á¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï ¨§ á¨áâ¥¬ë ®â®¡à ¦¥­¨©

H ï¢«ïîâáï ¢«®¦¥­¨ï¬¨. �®«¥¥ â®£®, ¥á«¨ h 2 H(L) ¨ L1 � D |

®¡à § ®â®¡à ¦¥­¨ï h, â® ­ ©¤¥âáï ®â®¡à ¦¥­¨¥ h1 2 H(L1) â ª®¥, çâ®

ª®¬¯®§¨æ¨ï h1 � h = eL. �«ï ¢áïª®£® ®â®¡à ¦¥­¨ï h 2 H(L) ¨ «î¡®£®

ª®­¥ç­®£® ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  L2 � D, á®¤¥à¦ é¥£® L, áãé¥áâ¢ã¥â ®â®¡à ¦¥­¨¥

h2 2 H(L2), ï¢«ïîé¥¥áï ¯à®¤®«¦¥­¨¥¬ ®â®¡à ¦¥­¨ï h. �á«¨ h0 ¨ h00 |

¯à®¨§¢®«ì­ë¥ í«¥¬¥­âë H â ª¨¥, çâ® ª®¬¯®§¨æ¨ï h00 � h0 ®¯à¥¤¥«¥­ , â®

h00 � h0 ¯à¨­ ¤«¥¦¨â á¨áâ¥¬¥ ®â®¡à ¦¥­¨© H.

�®ª § â¥«ìáâ¢® á«¥¤áâ¢¨ï ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ ¯¥à¢®£® ¨ ¢â®à®£® á¢®©áâ¢ á¨-
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áâ¥¬ë ®â®¡à ¦¥­¨© H, áä®à¬ã«¨à®¢ ­­ëå ¢ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¨ 6.9.

�«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ï¢«ï¥âáï  ­ «®£®¬ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 6.3 ¤«ï à¥«ï-

æ¨®­­ëå  «£¥¡à á ª®­¥ç­ë¬¨ ­ ¡®à ¬¨  âà¨¡ãâ®¢.

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 6.11. �«ï «î¡®£®  â®¬ à­®£® í«¥¬¥­â  R 2

R(A) à¥«ïæ¨®­­®© ¯®¤ «£¥¡àë R � D ­ ©¤¥âáï â ª®¥ áîàê¥ªâ¨¢­®¥

á®£« á®¢ ­¨¥ ­ ¡®à®¢  âà¨¡ãâ®¢ ' : A! L, çâ® R = '�(H(L)).

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. � áá¬®âà¨¬ ®â­®è¥­¨¥ R ª ª ¯®¤¬­®¦¥áâ¢®

¢ ¬­®¦¥áâ¢¥ á®£« á®¢ ­¨© �AT (A;D). �ãáâì ' 2 R ¨ L| ®¡à § ¬­®¦¥áâ¢ 

A ¯à¨ ®â®¡à ¦¥­¨¨ '. � áá¬®âà¨¬ ®â­®è¥­¨¥ '�(H(L)). �® ®¯à¥¤¥«¥­¨î

®¯¥à æ¨¨ '� íâ® ®â­®è¥­¨¥ ¨¬¥¥â ¢¨¤ H(L) � '. � ª ª ª ®â­®è¥­¨¥

H(L) á®¤¥à¦¨â í«¥¬¥­â eL, â® ®âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ' 2 '�(H(L)). �®

®¯à¥¤¥«¥­¨î, H(L) |  â®¬ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë R(L). � ª ª ª ®¯¥à æ¨ï '�

¯¥à¥¢®¤¨â  â®¬ë ¢  â®¬ë ¨ ®â­®è¥­¨ï R ¨ '�(H(L)) ¨¬¥îâ ®¡é¨© í«¥¬¥­â

', â® R = '�(H(L)).

�â¢¥à¦¤¥­¨ï 6.9, 6.10, 6.11 ¯®ª §ë¢ îâ ¢ ª ª®¬ á¬ëá«¥ á¨áâ¥¬  ®â®¡à -

¦¥­¨© H =
S

L�D

H(L) ï¢«ï¥âáï  ­ «®£®¬ £àã¯¯ë ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 6.2. �®«¥¥

â®£®, ­¥ á®áâ ¢«ï¥â âàã¤  áä®à¬ã«¨à®¢ âì ¨ ¤®ª § âì â¥®à¥¬ã,  ­ «®£¨ç-

­ãî â¥®à¥¬¥ 6.7 ® ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­®¬ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ ¬¥¦¤ã ¯®«­ë¬¨ ¯®¤-

 «£¥¡à ¬¨ R  «£¥¡àë ®â­®è¥­¨© D ­ ¤ ª®­¥ç­ë¬¨ ­ ¡®à ¬¨  âà¨¡ãâ®¢

¨ á¨áâ¥¬ ¬¨ ®â®¡à ¦¥­¨© H, ®¡« ¤ îé¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨, áä®à¬ã«¨à®¢ ­-

­ë¬¨ ¢ á«¥¤áâ¢¨¨ 6.10. �ç¥¢¨¤­® â ª¦¥ ¯®­ïâ¨¥ ®â­®è¥­¨ï á¨¬¬¥âà¨ç­®¥

®â­®á¨â¥«ì­® á¨áâ¥¬ë ®â®¡à ¦¥­¨© H.

�¥à¥©¤¥¬ â¥¯¥àì ª á«ãç î, ¢ ª®â®à®¬ ã¤ «®áì ¤®ª § âì ¡®«¥¥ á¨«ì-

­®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ® á®®â¢¥âáâ¢¨¨ ¯®¤ «£¥¡à R  «£¥¡àë ®â­®è¥­¨© D ­ ¤

ª®­¥ç­ë¬¨ ­ ¡®à ¬¨  âà¨¡ãâ®¢ ¨ ¨å £àã¯¯ á¨¬¬¥âà¨©.

�ãáâì R � D, ª ª ¨ ¯à¥¦¤¥ ¯à®¨§¢®«ì­ ï à¥«ïæ¨®­­ ï ¯®¤ «£¥¡à 

 «£¥¡àë ®â­®è¥­¨© á ª®­¥ç­ë¬¨ ­ ¡®à ¬¨  âà¨¡ãâ®¢; H =
S

L�D

H(L) |

á¨áâ¥¬  ®â®¡à ¦¥­¨© ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 6.9, ¯®áâà®¥­­ ï ¯®  «£¥¡à¥ ®â­®è¥­¨©

R. �ãáâì, ªà®¬¥ â®£®, �R � �D | ¯®¯®«­¥­¨¥ ¯®¤ «£¥¡àë R §  áç¥â

®¯¥à æ¨© ­ ¤ ®â­®è¥­¨ï¬¨ á ¡¥áª®­¥ç­ë¬¨ ­ ¡®à ¬¨  âà¨¡ãâ®¢, ¨ �H |

£àã¯¯  á¨¬¬¥âà¨¨ ¯®¤ «£¥¡àë �R, ®¯à¥¤¥«¥­­ ï ¢ â¥®à¥¬¥ 6.7.

�ä®à¬ã«¨àã¥¬, á­ ç « , ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥, ¤ îé¥¥ ¢ëà ¦¥­¨¥ £àã¯¯ë á¨¬-

¬¥âà¨¨ �H ç¥à¥§ á¨áâ¥¬ã ®â®¡à ¦¥­¨© H.

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 6.12. �§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ �h : D! D

â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤  ¯à¨­ ¤«¥¦¨â £àã¯¯¥ á¨¬¬¥âà¨¨ �H ¯®¤ «£¥¡àë ®â­®-

è¥­¨©, ª®£¤  ®£à ­¨ç¥­¨¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï �h ­  «î¡®¥ ª®­¥ç­®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢®
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L � D ¯à¨­ ¤«¥¦¨â H(L).

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. � áá¬®âà¨¬ £àã¯¯ã á¨¬¬¥âà¨¨ �H ¯®¤-

 «£¥¡àë �R � �D. � ª ª ª, á®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 6.11, ®â­®è¥­¨ï H(L),

£¤¥ L | ª®­¥ç­ë¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  D, ï¢«ïîâáï ®¡à §ãîé¨¬¨ ¯®¤ «£¥¡àë

®â­®è¥­¨© R � D,  , á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¨ ¯®¯®«­¥­­®© ¯®¤ «£¥¡àë �R, â® ¯®

ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 6.6 ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ �h : D ! D ï¢«ï¥âáï

í«¥¬¥­â®¬ �H â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  �h ï¢«ï¥âáï á¨¬¬¥âà¨¥© ®â­®è¥-

­¨© H(L) ¤«ï ¢á¥å ª®­¥ç­ëå ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ L � D. � áá¬®âà¨¬ ¤¥©áâ¢¨¥

á¨¬¬¥âà¨¨ �h ­  ®â­®è¥­¨¥ H(L). �® ®¯à¥¤¥«¥­¨î á¨¬¬¥âà¨¨ �h 2 �H â®£¤ 

¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  �h�H(L) = H(L). � ç áâ­®áâ¨, �h�eL 2 H(L), â® ¥áâì

®£à ­¨ç¥­¨¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï �h ­  L ¯à¨­ ¤«¥¦¨â H(L) ¤«ï «î¡®£® ª®­¥ç­®£®

¯®¤¬­®¦¥áâ¢  L � D. � ®¡®à®â, ¥á«¨ ®£à ­¨ç¥­¨¥ ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­®£®

®â®¡à ¦¥­¨ï �h : D ! D ­  «î¡®¥ ª®­¥ç­®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® ¯à¨­ ¤«¥¦¨â H,

â® �h �H(L) = H(L), â ª ª ª ª®¬¯®§¨æ¨ï ®â®¡à ¦¥­¨© ¨§ H ¯à¨­ ¤«¥¦¨â

H.

� á«ãç ¥ áç¥â­®áâ¨ ®¡« áâ¨ §­ ç¥­¨©  âà¨¡ãâ®¢ D ¢ëà ¦¥­¨¥ á¨áâ¥¬ë

®â®¡à ¦¥­¨© H ç¥à¥§ £àã¯¯ã á¨¬¬¥âà¨¨ �H ¤ ¥âáï á«¥¤ãîé¨¬ ãâ¢¥à¦¤¥-

­¨¥¬.

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 6.13. �á«¨ ¬®é­®áâì ®¡« áâ¨ §­ ç¥­¨©  âà¨¡ãâ®¢

D áç¥â­ , â® ¢ë¯®«­ïîâáï à ¢¥­áâ¢  H(L) = e�L(
�H) ¤«ï ¢á¥å ª®­¥ç­ëå

¯®¤¬­®¦¥áâ¢ eL : L � D. �® ¥áâì ®â®¡à ¦¥­¨ï ¨§ á¨áâ¥¬ë H ï¢«ïîâáï

®£à ­¨ç¥­¨ï¬¨ í«¥¬¥­â®¢ £àã¯¯ë �H � �A(D;D) ­  ª®­¥ç­ë¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ 

L � D.

�®ª § â¥«ìáâ¢® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 6.13 ®á­®¢ ­® ­  á«¥¤ãîé¥© «¥¬¬¥.

� ¥ ¬ ¬  . �«ï «î¡®£® ®â®¡à ¦¥­¨ï h, ¯à¨­ ¤«¥¦ é¥£® H, ¨ «î¡®£®

í«¥¬¥­â  d 2 D áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ ¯à®¤®«¦¥­¨¥ h0 ®â®¡à ¦¥­¨ï h, â ª¦¥

¯à¨­ ¤«¥¦ é¥¥ H, çâ® í«¥¬¥­â d ¯à¨­ ¤«¥¦¨â ®¡« áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¨

®¡à §ã ®â®¡à ¦¥­¨ï h0.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ® « ¥ ¬ ¬ ë. �ãáâì ®â®¡à ¦¥­¨¥ h : L! D ¯à¨-

­ ¤«¥¦¨â H(L). �®£« á­® á«¥¤áâ¢¨î 6.10, ¢áïª®¥ â ª®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ ¯à®-

¤®«¦ ¥âáï ¤® ®â®¡à ¦¥­¨ï h1 : L[fdg ! D, ¯à¨­ ¤«¥¦ é¥£® H(L[fdg).

�â® ¦¥ á«¥¤áâ¢¨¥ ãâ¢¥à¦¤ ¥â, çâ® ®¡à â­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ h�11 : L1 ! D,

£¤¥ L1 | ®¡à § ®â®¡à ¦¥­¨ï h1, ¯à¨­ ¤«¥¦¨â H(L1). � áá¬®âà¨¬ ¯à®¤®«-

¦¥­¨¥ h2 : L1 [ fdg ! D ®â®¡à ¦¥­¨ï h�11 ­  í«¥¬¥­â d, ¯à¨­ ¤«¥¦ é¥¥

H(L1 [ fdg). �¥âàã¤­® ¢¨¤¥âì, çâ® âà¥¡ã¥¬ë¬ ¢ «¥¬¬¥ ¯à®¤®«¦¥­¨¥ h0

®â®¡à ¦¥­¨ï h ï¢«ï¥âáï ®â®¡à ¦¥­¨¥ h�12 , ®¡à â­®¥ ª ®â®¡à ¦¥­¨î h2.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ® ã â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ï 6.13. �¥à¥­ã¬¥àã¥¬
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í«¥¬¥­âë ®¡« áâ¨ §­ ç¥­¨©  âà¨¡ãâ®¢ D. �ãáâì dn | n-ë© í«¥¬¥­â ®¡« -

áâ¨ D. �«ï «î¡®£® ®â®¡à ¦¥­¨ï h 2 H(L) ¯®áâà®¨¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì

¯à®¤®«¦ îé¨å ¤àã£ ¤àã£  ®â®¡à ¦¥­¨© hn ¨§ á¨áâ¥¬ë ®â®¡à ¦¥­¨© H.

�à¨ íâ®¬ ¯®âà¥¡ã¥¬, çâ®¡ë h0 = h ¨ í«¥¬¥­â dn ¯à¨­ ¤«¥¦ « ®¡« áâ¨

®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¨ ®¡à §ã ®â®¡à ¦¥­¨ï hn. �®£« á­® «¥¬¬¥ â ª ï ¯®á«¥¤®-

¢ â¥«ì­®áâì ¬®¦¥â ¡ëâì ¨­¤ãªâ¨¢­® ¯®áâà®¥­ . � áá¬®âà¨¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥
�h : D ! D, ª®â®à®¥ ­  ®¡« áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï hn á®¢¯ ¤ ¥â á hn ¤«ï ª ¦¤®-

£® n. �â®¡à ¦¥­¨¥ �h ¯® ¯®áâà®¥­¨î ¯à®¤®«¦ ¥â ®â®¡à ¦¥­¨¥ h 2 H(L)

¨ ï¢«ï¥âáï ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­ë¬, â ª ª ª ®â®¡à ¦¥­¨ï hn | ¢«®¦¥­¨ï ¨

¤«ï «î¡®£® í«¥¬¥­â  dn 2 D ®¯à¥¤¥«¥­ ®¡à § �h(dn) = hn(dn) ¨ ¯à®®¡à §
�h�1(dn) = h�1n (dn).

�¢¥¤¥¬ ¢ ¬­®¦¥áâ¢¥ ¢á¥å ®¡à â¨¬ëå ®â®¡à ¦¥­¨© S(D) ®¡« áâ¨ §­ ç¥-

­¨©  âà¨¡ãâ®¢ ­  á¥¡ï á«¥¤ãîéãî â®¯®«®£¨î:

¤«ï «î¡®£® ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  K � S(D) ®¡à â¨¬®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ �h 2

S(D) ¯à¨­ ¤«¥¦¨â § ¬ëª ­¨î �K â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®£à ­¨ç¥­¨¥

®â®¡à ¦¥­¨ï �h ­  «î¡®¥ ª®­¥ç­®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® eL : L � D ¯à¨­ ¤«¥¦¨â

¬­®¦¥áâ¢ã ®â®¡à ¦¥­¨© K � eL.

� ¥ ® à ¥ ¬   6.14. �¥«ïæ¨®­­ë¥ ¯®¤ «£¥¡àë R � D  «£¥¡àë ®â­®è¥­¨©

á ª®­¥ç­ë¬¨ ­ ¡®à ¬¨  âà¨¡ãâ®¢ ¨ áç¥â­®© ¨«¨ ª®­¥ç­®© ®¡« áâìî §­ -

ç¥­¨©  âà¨¡ãâ®¢ D ­ å®¤ïâáï ¢® ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­®¬ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á § -

¬ª­ãâë¬¨ ¯®¤£àã¯¯ ¬¨ �H � S(D) £àã¯¯ë S(D) ¢ â®¯®«®£¨¨, ®¯à¥¤¥«¥­­®©

¢ëè¥. �®¤£àã¯¯  �H ï¢«ï¥âáï £àã¯¯®© á¨¬¬¥âà¨¨ ®â­®è¥­¨© ¯®¤ «£¥¡àë

R.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. � ¬ª­ãâ®áâì ¯®¤£àã¯¯ë á¨¬¬¥âà¨¨ �H �

S(D) ¯®¯®«­¥­­®© ¯®¤ «£¥¡àë ®â­®è¥­¨© �R á«¥¤ã¥â ¨§ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 6.12.

�à®¬¥ â®£®, ¨§ ãâ¢¥à¦¤¥­¨© 6.12 ¨ 6.13 á«¥¤ã¥â ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­®¥

á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ¬¥¦¤ã § ¬ª­ãâë¬¨ ¯®¤£àã¯¯ ¬¨ �H ¨ á¨áâ¥¬ ¬¨ ®â®¡à ¦¥­¨©

H ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¬¥¦¤ã § ¬ª­ãâë¬¨ ¯®¤£àã¯¯ ¬¨ �H ¨ à¥«ïæ¨®­­ë¬¨

¯®¤ «£¥¡à ¬¨ R  «£¥¡àë ®â­®è¥­¨© D.
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