
�« ¢  2. �«£¥¡à ¨ç¥áª¨© ¯®¤å®¤ ª ¯à¥¤-

áâ ¢«¥­¨î ¯®­ïâ¨©

1 �®­ïâ¨ï ª ª ®¡ê¥ªâë ¬®¤¥«¨à®¢ ­¨ï,

¯à¨¬¥àë

1.1 �á­®¢­ë¥ å à ªâ¥à¨áâ¨ª¨ ¡ § ¯®­ïâ¨©

�¥¬  íâ®© £« ¢ë | ­¥ª®â®àë¥ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨¥ áà¥¤áâ¢  ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï

¯®­ïâ¨© ¤«ï  ¢â®¬ â¨§¨à®¢ ­­®© à ¡®âë á ­¨¬¨.

� íâ®© £« ¢¥, á«¥¤ãï [40, 46, 54, 70, 9], à áá¬ âà¨¢ ¥âáï  «£¥¡à ¨ç¥áª¨©

¯®¤å®¤ ª ¬®¤¥«¨à®¢ ­¨î ¯®­ïâ¨© ¨ ¨å ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨©.

�«£¥¡à ¨ç¥áª¨¥ ¬¥â®¤ë «¥¦ â ¢ ®á­®¢¥ ¯®áâà®¥­¨ï à¥«ïæ¨®­­ëå ¬®-

¤¥«¥© ¡ § ¤ ­­ëå ¨  ¡áâà ªâ­ëå â¨¯®¢ ¤ ­­ëå ¢ ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨¨. �

¤¨áá¥àâ æ¨¨ ®¯ëâ ¯à¨¬¥­¥­¨ï  «£¥¡àë ¢ íâ¨å ®¡« áâïå ¨á¯®«ì§ã¥âáï ¤«ï

¯à¨«®¦¥­¨ï ª ¡®«¥¥ è¨à®ª®© § ¤ ç¥: ¬®¤¥«¨à®¢ ­¨î ¯®­ïâ¨© ¨ ä®à¬¨à®-

¢ ­¨î ¡ § ¯®­ïâ¨©.

� §ë ¯®­ïâ¨© | íâ® ­®¢ ï áª« ¤ë¢ îé ïáï ®¡« áâì ¢ ¯à®£à ¬¬¨à®¢ -

­¨¨, á¢ï§ ­­ ï á ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥¬ ¨ ¯®áâà®¥­¨¥¬ ¡®«ìè¨å ¡¨¡«¨®â¥ª â¨¯®¢

®¡ê¥ªâ®¢ ¢ ®¡ê¥ªâ­®-®à¨¥­â¨à®¢ ­­ëå ï§ëª å ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨ï,   â ª¦¥

á ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥¬ CASE{â¥å­®«®£¨© ¨ ¯®áâà®¥­¨¥¬ á¯¥æ¨ «¨§¨à®¢ ­­ëå

¯à®£à ¬¬­ëå á¨áâ¥¬ â¨¯  TOOLKIT, í«¥¬¥­âë ª®â®àëå ¯à¥¤­ §­ ç¥­ë

¤«ï ¬­®£®à §®¢®£® ¬­®£®æ¥«¥¢®£® ¨á¯®«ì§®¢ ­¨ï ¢ à §«¨ç­ëå ¯à¨«®¦¥­¨-

ïå.

�à ªâ¨ª  ¨ ®¯ëâ ¨á¯®«ì§®¢ ­¨ï à áâãé¨å ¡¨¡«¨®â¥ª ¯®¤®¡­®£® à®¤ 

âà¥¡ã¥â ­¥ª®â®à®© áâ ­¤ àâ¨§ æ¨¨ ¢ ¨å ®à£ ­¨§ æ¨¨ ¨ ä®à¬ å ®¡à é¥­¨ï

ª ­¨¬, ª®â®à ï ¡ë«  ¡ë ®á­®¢ ­  ­  ïá­®© ¬®¤¥«¨ ®â¤¥«ì­ëå ¯®­ïâ¨© ¨

¡ §ë ¯®­ïâ¨© ¢ æ¥«®¬.

�«ï ­ ç «  áä®à¬ã«¨àã¥¬ ­¥áª®«ìª® á¢®©áâ¢, ¢ë¤¥«ïîé¨å ¡ §ë ¯®­ï-

â¨© áà¥¤¨ ¤àã£¨å ®¡ê¥ªâ®¢ ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨ï.

1. � §  ¯®­ïâ¨© | íâ® ¡®«ìè ï á®¢®ªã¯­®áâì (á®â­¨ | âëáïç¨ ) ®â¤¥«ì-

­ëå ¯®­ïâ¨© (â¨¯®¢ ®¡ê¥ªâ®¢,  ¡áâà ªâ­ëå â¨¯®¢ ¤ ­­ëå, äà £¬¥­â®¢

áå¥¬ ¡ § ¤ ­­ëå, ¡ § ¤ ­­ëå ¨ â.¤.).
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2. �®­ïâ¨ï ¨§ ¡ §ë ¯®­ïâ¨© ¯à¥¤­ §­ ç¥­ë ¤«ï ¬­®£®à §®¢®£® ¬­®£®-

æ¥«¥¢®£® ¨á¯®«ì§®¢ ­¨ï ¢ ¯à¨«®¦¥­¨ïå, ¢ ¯®áâ ­®¢ª å § ¤ ç, ¢ ä®à-

¬ã«¨à®¢ª å § ¯à®á®¢.

3. �¨áâ¥¬  ¯®­ïâ¨© ¤®«¦­  ¡ëâì ®âªàëâ  ¤«ï à áè¨à¥­¨ï ¨ ¬®¤¨ä¨ª -

æ¨¨ ¯®«ì§®¢ â¥«ï¬¨ (¢¢¥¤¥­¨¥ ­®¢ëå ¯®­ïâ¨©, ¢¥àá¨© ¯®­ïâ¨©, ã­¨-

çâ®¦¥­¨¥ ­¥¨á¯®«ì§ã¥¬ëå ¯®­ïâ¨©).

4. �®­ïâ¨ï ¢ ¡ §¥ ¯®­ïâ¨© ¢§ ¨¬®á¢ï§ ­ë ¯® ®â­®è¥­¨ï¬:

(a) ¨á¯®«ì§®¢ ­¨ï (®¤­® ¯®­ïâ¨¥ ¬®¦¥â ¨á¯®«ì§®¢ âìáï ¢ ¤àã£®¬);

(b) ª®­ªà¥â¨§ æ¨¨ (¯®­ïâ¨¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ãâ®ç­¥­¨¥¬ ¡®«¥¥  ¡áâà ªâ-

­®£® ¤àã£®£® ¯®­ïâ¨ï);

(c) à¥ «¨§ æ¨¨ (®¤­® ¯®­ïâ¨¥ ¬®¦¥â ¨¬¥âì ­¥áª®«ìª® à¥ «¨§ æ¨©).

5. � ¡®â  á ¡ §®© ¯®­ïâ¨© á®áâ®¨â ¨§ ¨­â¥à ªâ¨¢­®£® ¯à®æ¥áá  ä®à¬¨-

à®¢ ­¨ï ­®¢ëå ¯®­ïâ¨© (§ ¤ ç) á ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥¬ ¯®­ïâ¨© ¨§ ¡ §ë

¯®­ïâ¨©, ¯®áâ ­®¢®ª ¢®¯à®á®¢ ¢ áà¥¤¥ ­®¢®£® ¯®­ïâ¨ï ¨ ¯®«ãç¥­¨ï

®â¢¥â®¢ á ¯®á«¥¤ãîé¨¬ ¢®§¬®¦­ë¬ ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥¬ ¯®­ïâ¨ï ¢ ¯à¨-

«®¦¥­¨ïå.

6. �á¯®«ì§®¢ ­¨¥ ¯®­ïâ¨© ¤®«¦­® ®¡¥á¯¥ç¨¢ âì ®âªàëâ®áâì ï§ëª  à -

¡®âë á ¯®­ïâ¨ï¬¨ ¨ ¨å í«¥¬¥­â ¬¨, ®¡¥á¯¥ç¨¢ âì ¯®«ì§®¢ â¥«î ¢®§-

¬®¦­®áâì à áè¨à¥­¨ï ï§ëª  ï§ëª®¢ë¬¨ ª®­áâàãªæ¨ï¬¨ ¯à¨ª« ¤­®©

®¡« áâ¨.

7. �®«¦­  ¡ëâì ®¡¥á¯¥ç¥­  ¯à¨­æ¨¯¨ «ì­ ï á®¢¬¥áâ¨¬®áâì à §«¨ç­ëå

¡ § ¯®­ïâ¨© | ¢®§¬®¦­®áâì ¨á¯®«ì§®¢ ­¨ï ¯®­ïâ¨© ¨§ ­¥áª®«ìª¨å

á¯¥æ¨ «¨§¨à®¢ ­­ëå ¡ § ¯®­ïâ¨©.

�®áâ®ï­¨¥ à ¡®â ¨ ¨áá«¥¤®¢ ­¨© ¯® ¡ § ¬ ¯®­ïâ¨© ®ç¥­ì ­ ¯®¬¨­ ¥â á¨âã-

 æ¨î á ¡ § ¬¨ ¤ ­­ëå ¢ ª®­æ¥ 60-å ­ ç «¥ 70-å £®¤®¢, ª®£¤  ¡ë«  ®á®§­ ­ 

­¥®¡å®¤¨¬®áâì ®â¤¥«¥­¨ï ¯à®æ¥áá®¢ ¢¥¤¥­¨ï ¤ ­­ëå ®â ¨å ¨á¯®«ì§®¢ ­¨ï,

¡ë«¨ á®§¤ ­ë ä ©«®¢ë¥ á¨áâ¥¬ë, ­® ­¥ ¡ë«® ïá­®© ª®­æ¥¯æ¨¨ ¡ § ¤ ­­ëå.

�«ï ä®à¬ã«¨à®¢ª¨ ®¤­®© ¨§ â ª¨å ª®­æ¥¯æ¨© ¡ë« ãá¯¥è­® ¨á¯®«ì§®¢ ­

 «£¥¡à ¨ç¥áª¨© ï§ëª ¢ à ¡®â å �. �®¤¤ .

�¥«ì íâ®© £« ¢ë ¯®ª § âì, çâ®  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¥ ¬¥â®¤ë, á ãç¥â®¬ ®¯ëâ 

¨å ¯à¨¬¥­¥­¨ï ¢ â¥®à¨¨ ¡ § ¤ ­­ëå ¨  ¡áâà ªâ­ëå â¨¯®¢ ¤ ­­ëå, ¬®£ãâ

®ª § âìáï ¯®«¥§­ë¬¨ ¨ ¢ ¬®¤¥«¨à®¢ ­¨¨ ¡ § ¯®­ïâ¨©.
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�à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ ¤ ­­ëå ¢ ¢¨¤¥  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å áâàãªâãà ï¢«ï¥âáï ¥áâ¥á-

â¢¥­­ë¬ ¤«ï ¬­®£¨å á¯¥æ¨ «¨áâ®¢ ¢ ®¡« áâ¨ ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨ï. � ç¨­ ï

á ¨§¢¥áâ­®© à ¡®âë �.�®¤¤  [43], ¯à¨¬¥­¥­¨¥  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å ¬¥â®¤®¢ à á-

¯à®áâà ­¨«®áì ­  ¬®¤¥«¨à®¢ ­¨¥ ¡ § ¤ ­­ëå. �¡ê¥ªâ®¬ ¨§ãç¥­¨ï áâ «¨

 «£¥¡à ¨ç¥áª¨¥ á¨áâ¥¬ë á ®¯¥à æ¨ï¬¨ ­ ¤ ®â­®è¥­¨ï¬¨ | à¥«ïæ¨®­­ë¥

 «£¥¡àë. � ­ áâ®ïé¥¥ ¢à¥¬ï à¥«ïæ¨®­­ë¥  «£¥¡àë å®à®è® ¨§ãç¥­ë ¢ à -

¡®â å § àã¡¥¦­ëå ¨ ®â¥ç¥áâ¢¥­­ëå á¯¥æ¨ «¨áâ®¢, ¢ª«îç ï à ¡®âë  ¢â®à .

�«¥¤ãîé¨¬ è £®¬ ï¢¨«®áì ¨§ãç¥­¨¥  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¬¨ ¬¥â®¤ ¬¨ áå¥¬

¡ § ¤ ­­ëå, à áè¨à¥­¨¥ á¨áâ¥¬ ®¯¥à æ¨© ®¯¥à æ¨ï¬¨ ­ ¤ â¨¯ ¬¨ ¤ ­­ëå

¨ ­ ¤ áå¥¬ ¬¨. �â® ­ ¯à ¢«¥­¨¥ ¯à¨¢¥«® ª ¯®áâà®¥­¨î  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å

¬®¤¥«¥© á¨áâ¥¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï §­ ­¨©, ¢ ª®â®àëå áãé¥áâ¢¥­­  ­¥¯®«­®â 

§­ ­¨©. �à¥¤¨  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å áà¥¤áâ¢ ¢ â ª¨å ¬®¤¥«ïå ®á®¡ãî à®«ì

¨£à îâ ¯®­ïâ¨ï ¨ ¬¥â®¤ë â¥®à¨¨ ª â¥£®à¨© [16].

�á­®¢­®¥, çâ® ¨á¯®«ì§ã¥âáï ¨§  «£¥¡àë ¢ ¯à¨«®¦¥­¨ïå,| íâ®  «£¥¡à -

¨ç¥áª¨© ï§ëª. �«¥¤ãîé¥¥ | íâ®  «£¥¡à ¨ç¥áª¨© áâ¨«ì ¬ëè«¥­¨ï: ¨á-

¯®«ì§®¢ ­¨¥ ¯®­ïâ¨© ¨§®¬®àä¨§¬  ¨ £®¬®¬®àä¨§¬   «£¥¡à ¨ç¥áª¨å á¨áâ¥¬,

§ ¤ ­¨¥  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å á¨áâ¥¬ á ¯®¬®éìî ®¡à §ãîé¨å ¨ á®®â­®è¥­¨©.

� «ì­¥©è¥¥ ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥  «£¥¡àë ¯à¨¢®¤¨â ª ¨á¯®«ì§®¢ ­¨î á¯¥æ¨ä¨-

ç¥áª¨å ¯®­ïâ¨© ¨ à¥§ã«ìâ â®¢, ¢¢¥¤¥­­ëå ¨ ¨áá«¥¤®¢ ­­ëå ¢  «£¥¡à¥ ¬ -

â¥¬ â¨ª ¬¨. � ­¨¬ ®â­®áïâáï á¯¥æ¨ä¨ç¥áª¨¥ ®¯¥à æ¨¨ ¨  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¥

á¨áâ¥¬ë, â¥®à¥¬ë ® à §à¥è¨¬®áâ¨ ¢  «£¥¡à å, á¯¥æ¨ä¨ç¥áª¨¥  «£®à¨â¬ë.

�¥§ã«ìâ â ¬¨  «£¥¡à ¨ç¥áª®£® ¨áá«¥¤®¢ ­¨ï, ¯®¬¨¬® ¯®áâà®¥­¨ï ï§ë-

ª , ­  ª®â®à®¬ ¬®£ãâ áâ ¢¨âìáï ¢®¯à®áë ¢ ®¡« áâ¨ â¥®à¨¨ ¡ § ¤ ­­ëå ¨

¯®­ïâ¨©, ¬®£ãâ ¡ëâì â¥®à¥¬ë ª« áá¨ä¨ª æ¨¨ ¯®áâà®¥­­ëå  «£¥¡à ¨, ¢ ¨¤¥ -

«¥,  «£®à¨â¬ë ¤«ï à á¯®§­ ¢ ­¨ï â®¦¤¥áâ¢, ¨§®¬®àä¨§¬®¢, £®¬®¬®àä¨§¬®¢

á¨áâ¥¬ ¨ à¥è¥­¨© ãà ¢­¥­¨©, ª®â®àë¥ ¬®£ãâ ¡ëâì ¨á¯®«ì§®¢ ­ë ¢ á¨áâ¥¬ å

¯à®¥ªâ¨à®¢ ­¨ï,  «£®à¨â¬ å ®¯â¨¬¨§ æ¨¨ § ¯à®á®¢, ¢  «£®à¨â¬ å ¯®«ãç¥-

­¨ï ®â¢¥â®¢ ­  § ¯à®áë.

�à®¬¥ â®£®, ª ª ¨ ¢ ¡ § å ¤ ­­ëå, ¢ ¡ § å ¯®­ïâ¨© áãé¥áâ¢¥­­ë© ¢®¯à®á

| íâ® ¯®«­®â  ¨á¯®«ì§®¢ ­­®© á¨áâ¥¬ë ®¯¥à æ¨©, ª®â®àë© ¢ ­¥ª®â®à®©

¯®áâ ­®¢ª¥ â®¦¥ ¬®¦¥â ¡ëâì á¢¥¤¥­ ª  «£¥¡à ¨ç¥áª®© § ¤ ç¥.

1.2 �¨¯ë ¤ ­­ëå ª ª ¯à¨¬¥àë ¯®­ïâ¨©

� ç­¥¬ á ¯à¨¬¥à®¢ ¯®­ïâ¨©, ª®â®àë¥ ®¡ëç­® ¯à¥¤áâ ¢«ïîáï ¢ à §¢¨âëå

á¨áâ¥¬ å ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨ï, | íâ® â¨¯ë ¤ ­­ëå,  ¡áâà ªâ­ë¥ â¨¯ë ¤ ­-

­ëå, â¨¯ë ®¡ê¥ªâ®¢.
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� ­ áâ®ïé¥¥ ¢à¥¬ï ¨¬¥¥âáï ¡®«ìè®¥ ª®«¨ç¥áâ¢® áâ â¥© ¨ ¬®­®£à ä¨©

¯® â¨¯ ¬ ¤ ­­ëå ¢ ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨¨, ¯®  ¡áâà ªâ­ë¬ â¨¯ ¬ ¤ ­­ëå,

¯® ¯à¨¬¥­¥­¨î á®¢à¥¬¥­­ëå ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨å ¬¥â®¤®¢ ª ¬®¤¥«¨à®¢ ­¨î

â¨¯®¢ ¤ ­­ëå ¢ ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨¨, ¯® ï§ëª ¬ á¯¥æ¨ä¨ª æ¨© â¨¯®¢ ¤ ­­ëå

[20, 1, 46, 25, 12, 7] . � íâ®© ®¡« áâ¨ á«®¦¨«¨áì ®¡é¥¥ ¯®­¨¬ ­¨¥

§ ¤ ç, ­¥ª®â®à ï á¨áâ¥¬  ¯®­ïâ¨©, ¢ëà ¡®â «áï ï§ëª ¨ ­¥ª®â®àë¥ ¬¥â®¤ë,

â® ¥áâì ¯à®¨§®è«® áâ ­®¢«¥­¨¥ ®¡« áâ¨ ­ ãª¨ ¢ ¨­ä®à¬ â¨ª¥, ª®â®à®¥

¢¯¨â «® ¢ á¥¡ï ­¥ª®â®àë¥ ¤®áâ¨¦¥­¨ï ®¯ëâ , ¬¥â®¤®¢ ¨ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨© ¢

¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨¨,  «£¥¡à¥ ¨ «®£¨ª¥.

�á­®¢­ ï § ¤ ç  ¢¢¥¤¥­¨ï à §¢¨â®£® ¬¥å ­¨§¬  â¨¯®¢ ¤ ­­ëå ¢ ¯à®-

£à ¬¬¨à®¢ ­¨¥ | íâ® ¯à®£à ¬¬­ ï ¯®¤¤¥à¦ª  ®¡é¥­¨ï ç¥«®¢¥ª  á ¬ è¨-

­®© ¢ ¯®­ïâ¨ïå, ¯à¨¢ëç­ëå ¨ ã¤®¡­ëå á¯¥æ¨ «¨áâã ¢® ¢à¥¬ï áâàãªâãà¨à®-

¢ ­¨ï ¯à®£à ¬¬ë, ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨ï, ®â« ¤ª¨ ¯à®£à ¬¬ë ¨ ¥¥ ¬®¤¨ä¨ª -

æ¨¨.

�®­ïâ¨¥ â¨¯  ¤ ­­ëå ¨á¯®«ì§ã¥âáï ¢ â®¬ ¨«¨ ¨­®¬ ®¡êñ¬¥ ¢® ¢á¥å ï§ë-

ª å ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨ï "¢ëá®ª®£® ãà®¢­ï". � ª ®â¬¥ç ¥â �.�.�£ ä®­®¢

¢ á¢®¥¬ ®¡§®à¥ [2], ¢¢¥¤¥­¨¥ â¨¯®¢ ¤ ­­ëå ¢ ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨¥, ¯® ¢á¥©

¢¥à®ïâ­®áâ¨, á¢ï§ ­® á ç¥«®¢¥ç¥áª¨¬ á¯®á®¡®¬ ã¬áâ¢¥­­®© ¤¥ïâ¥«ì­®áâ¨,

âà¥¡ãîé¨¬ ®¡à §®¢ ­¨ï ¯®­ïâ¨© ¨ à ¡®âë á ­¨¬¨. � ¤àã£®© áâ®à®­ë, â ª

ª ª æ¥«ì ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨ï | ¯¥à¥«®¦¨âì àï¤ ¯à®æ¥áá®¢ ®¡à ¡®âª¨ ¨­-

ä®à¬ æ¨¨ ­  á®¢à¥¬¥­­ë¥ ¬ è¨­ë á® á«®¦¨¢è¨¬¨áï ª ­ áâ®ïé¥¬ã ¢à¥¬¥­¨

¯à¨­æ¨¯ ¬¨ ¨å à ¡®âë, â® ¬ è¨­­ ï ¤¥ïâ¥«ì­®áâì ­ ª« ¤ë¢ ¥â ®¯à¥¤¥«¥­-

­ë¥ ®£à ­¨ç¥­¨ï ­  ä®à¬ã ®¯¨á ­¨ï ¯®­ïâ¨©, áâ¥¯¥­ì ¯®¤à®¡­®áâ¨ â ª®£®

®¯¨á ­¨ï ¨ ­  ­¥®¡å®¤¨¬®áâì ã«®¦¨âìáï ¢ ¬ è¨­­ë¥ ¢®§¬®¦­®áâ¨. �¤­ -

ª®, á á®¢¥àè¥­áâ¢®¢ ­¨¥¬ ¢ëç¨á«¨â¥«ì­ëå ¬ è¨­ ¨ ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥¬ ­®¢ëå

¡®«¥¥ á®¢¥àè¥­­ëå ¯à¨­æ¨¯®¢ ¬ è¨­­®© ®¡à ¡®âª¨ àï¤ ®£à ­¨ç¥­¨© ¯à¥-

®¤®«¥¢ îâáï, ¨ ¢áñ ïá­¥© ¢ë¤¥«ïîâáï ¯à¨­æ¨¯¨ «ì­ë¥ ®£à ­¨ç¥­¨ï, á¢ï-

§ ­­ë¥ á ¢ëç¨á«¨¬®áâìî ¯à®æ¥áá®¢, ¨å á«®¦­®áâìî ¨ ª®­¥ç­®áâìî ¯ ¬ïâ¨

¢ ª ¦¤ë© ¬®¬¥­â ¢à¥¬¥­¨.

� íâ¨å ãá«®¢¨ïå ¯¥à¢®áâ¥¯¥­­®© ¯à®¡«¥¬®© áâ ­®¢¨âáï ¯à®¡«¥¬  ¯à®-

¥ªâ¨à®¢ ­¨ï ®¡é¥­¨ï ç¥«®¢¥ª  á ¬ è¨­®©, ®¡¥á¯¥ç¨¢ îé¥£® ç¥«®¢¥ªã ¯®-

­¨¬ ­¨¥ ¨ ã¯à ¢«¥­¨¥ ¯à®æ¥áá®¬ ®¡à ¡®âª¨ ¤ ­­ëå ­  ãà®¢­¥, çâ® ¤®«¦­ 

á¤¥« âì ¬ è¨­  ¡¥§ ¯®¤à®¡­®© ¨­ä®à¬ æ¨¨ ® â®¬, ª ª ®­  íâ® ¤¥« ¥â.

�®«ìèãî ¯®¤à®¡­®áâì á¨áâ¥¬  ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â ¯® ®á®¡®¬ã § ¯à®áã ¨, ¬®¦¥â

¡ëâì, á¯¥æ¨ «¨áâã ¤àã£®£® ª« áá , á¯¥æ¨ «¨§¨àãîé¥¬ãáï ­  íää¥ªâ¨¢­ëå

à¥ «¨§ æ¨ïå ¢¢¥¤¥­­ëå â¨¯®¢ ¤ ­­ëå.

� ª ¦¤®¬ à §¢¨â®¬ ï§ëª¥ ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨ï ¨¬¥îâáï ¨áå®¤­ë¥ (¡ §®-
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¢ë¥ ¨«¨ ®á­®¢­ë¥) â¨¯ë ¤ ­­ëå, ª®â®àë¥ à¥ «¨§ãîâáï ­  ãà®¢­¥ ¬ è¨­­ëå

ª®¬ ­¤. � ï§ëª¥ ��� [14] â ª¨¥ â¨¯ë ­ §ë¢ îâáï ¯à¥¤®¯à¥¤¥«¥­­ë¬¨. �

­¨¬ ®¡ëç­® ®â­®áïâáï á«¥¤ãîé¨¥ â¨¯ë ¤ ­­ëå (¢ à §­ëå ï§ëª å ¯à®£à ¬-

¬¨à®¢ ­¨ï ®­¨ ¬®£ãâ ®â«¨ç âìáï ­ §¢ ­¨ï¬¨) INTEGER, FLOAT (REAL),

BOOLEAN ¨ CHARACTER (æ¥«ë¥ ç¨á« , ç¨á«  á ¯« ¢ îé¥© § ¯ïâ®©,

¡ã«¥¢ë §­ ç¥­¨ï, ¯®«­ë© ­ ¡®à á¨¬¢®«®¢).

� áá¬®âà¨¬ ­¥ª®â®àë¥ ¯à¨¬¥àë à á¯à®áâà ­¥­­ëå ¡ §¨á­ëå â¨¯®¢.

� à ¨ ¬ ¥ à 1.1. �¨¯: BOOLEAN /* ¡ã«¥¢, «®£¨ç¥áª¨© */

BOOLEAN = { TRUE, FALSE } /* ¬­®¦¥áâ¢® ª®­áâ ­â */

�¯¥à æ¨¨:

TRUE: -> BOOLEAN; /* ­ã«ì à­ ï ®¯¥à æ¨ï */

FALSE: -> BOOLEAN; /* ­ã«ì à­ ï ®¯¥à æ¨ï */

AND: BOOLEAN x BOLEAN ->BOOLEAN;

OR: BOOLEAN x BOLEAN ->BOOLEAN;

NOT: BOLEAN ->BOOLEAN;

IF_THEN_ELSE: BOOLEAN x BOOLEAN x BOLEAN ->BOOLEAN;

�®®â­®è¥­¨ï: p,q,r - BOOLEAN;

/* ®¯¥à æ¨ï IF_THEN_ELSE (p,q,r) - íâ® ®¡®§­ ç¥­¨¥ */

/* «®£¨ç¥áª®£® ¢ëà ¦¥­¨ï IF p THEN q ELSE r, */

/* ®­  ¡ã¤¥â ¨§®¡à ¦ âìáï ª ª ¢ â®¬, â ª ¨ ¢ ¤àã£®¬*/

/* ¢¨¤¥ */

IF_THEN_ELSE (TRUE, q, r) = q;

IF FALSE THEN q ELSE r = r;

AND(p,q) = IF p THEN q ELSE FALSE;

OR(p,q) = IF p THEN TRUE ELSE q;

NOT(p) = IF p THEN FALSE ELSE TRUE;

� íâ®¬ ¯à¨¬¥à¥ TRUE ¨ FALSE ï¢«ïîâáï ª ª «®£¨ç¥áª¨¬¨ ª®­áâ ­â -

¬¨, ®¡®§­ ç îé¨¬¨ ¨áâ¨­ã ¨ «®¦ì, â ª ¨ ­ã«ì à­ë¬¨ ®¯¥à æ¨ï¬¨, ¢ë¤¥-

«ïîé¨¬¨ íâ¨ ª®­áâ ­âë ¢ ¡ã«¥¢®¬ â¨¯¥ ¤ ­­ëå.

� à ¨ ¬ ¥ à 1.2. �¨¯: INTEGER /* æ¥«ë© */

/* ¬­®¦¥áâ¢® ª®­áâ ­â â¨¯  INTEGER § ¢¨á¨â */

/* ®â ï§ëª  âà ­á«ïâ®à  ¨ â¨¯  ��� ; ª®­áâ ­âë */
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/* ¢ëà ¦ îâáï §­ ª®¬ ¨ ­ ¡®à®¬ æ¨äà */

�¯¥à æ¨¨:

+ : INTEGER x INTEGER -> INTEGER ; /* á«®¦¥­¨¥ */

- : INTEGER x INTEGER -> INTEGER ; /* ¢ëç¨â ­¨¥ */

* : INTEGER x INTEGER -> INTEGER ; /* ã¬­®¦¥­¨¥ ç¨á¥« */

DIV : INTEGER x INTEGER -> INTEGER ; /* ç áâ­®¥ ®â ¤¥«¥­¨ï*/

MOD : INTEGER x INTEGER -> INTEGER ; /* ®áâ â®ª ®â ¤¥«¥­¨ï*/

ABS : INTEGER -> INTEGER ; /*  ¡á®«îâ­®¥ §­ ç¥­¨¥ ç¨á«  */

=: INTEGER x INTEGER -> BOOLEAN; /*®â­®è¥­¨¥ à ¢¥­áâ¢  */

>: INTEGER x INTEGER -> BOOLEAN; /*®â­®è¥­¨¥ ¡®«ìè¥ */

<: INTEGER x INTEGER -> BOOLEAN; /*®â­®è¥­¨¥ ¬¥­ìè¥ */

�¥«¥­¨¥ ­ æ¥«®, ®¡®§­ ç ¥¬®¥ á«®¢®¬ DIV, ¤ ¥â æ¥«ãî ç áâì ç áâ­®£®

®â ¤¥«¥­¨ï ¯¥à¢®£® ç¨á«  ­  ¢â®à®¥.

� íâ®¬ ¯à¨¬¥à¥ ¢ ®¯à¥¤¥«¥­¨¨ â¨¯  INTEGER ¨á¯®«ì§ã¥âáï

â¨¯ BOOLEAN.

� à ¨ ¬ ¥ à 1.3. �¨¯: CHAR /* «¨â¥à­ë©, á¨¬¢®«ì­ë© */

/* ¬­®¦¥áâ¢® ª®­áâ ­â â¨¯  CHAR - ¬­®¦¥áâ¢® á¨¬¢®«®¢ ¢*/

/* ­¥ª®â®à®¬ ¯®àï¤ª¥; à §«¨ç­ë¥ â¨¯ë ¬ è¨­ ¬®£ãâ ¨¬¥âì */

/* á¢®© ­ ¡®à á¨¬¢®«®¢, ­® áãé¥áâ¢ã¥â ¬¥¦¤ã­ à®¤­ë© */

/* áâ ­¤ àâ¨§®¢ ­­ë© ­ ¡®à ISO ¨  ¬¥à¨ª ­áª¨© */

/* áâ ­¤ àâ ASCII */

�¯¥à æ¨¨:

ORD: CHAR -> INTEGER; /* ¯®àï¤ª®¢ë© ­®¬¥à á¨¬¢®«  */

CHR: INTEGER -> CHAR;

�®®â­®è¥­¨ï: ch - CHAR; n - INTEGER;

CHR (ORD (ch)) = ch; /* ®¯¥à æ¨¨ CHR ¨ ORD */

IF ((-1<n) AND (n<128)) /* ¢§ ¨¬­® ®¡à â­ë */

THEN (ORD (CHR (n)) = n) = TRUE

ELSE FALSE;

� íâ®¬ ®¯à¥¤¥«¥­¨¨ ­¥ â®«ìª® ¨á¯®«ì§ã¥âáï ã¦¥ ®¯à¥¤¥«¥­­ë© â¨¯ IN-

TEGER, ­® ¨ ¢¢®¤¨âáï ­  ­¥¬ ­®¢ ï ®¯¥à æ¨ï CHR, ®¯à¥¤¥«ïîé ï á¨¬-

¢®« ¯® ¥£® ¯®àï¤ª®¢®¬ã ­®¬¥àã, ¨ á®®â­®è¥­¨¥, ¨á¯®«ì§ãîé¥¥ ®¯¥à æ¨î

IF THEN ELSE â¨¯  BOOLEAN.
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�à®¬¥ ¡ §¨á­ëå â¨¯®¢ ¤ ­­ëå ¢ ï§ëª å ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨ï ¢ëá®ª®£®

ãà®¢­ï ¨¬¥îâáï áà¥¤áâ¢  ®¯à¥¤¥«¥­¨ï á«®¦­ëå áâàãªâãà¨à®¢ ­­ëå â¨¯®¢

¤ ­­ëå, á ¯®¬®éìî ª®â®àëå ¯à¥¤áâ ¢«ïîâáï ¢ ¯à®£à ¬¬¥ á®áâ®ï­¨ï á«®¦-

­ëå ®¡ê¥ªâ®¢ ¨«¨ ¨å á®¢®ªã¯­®áâ¥©. � ­¨¬ ®â­®áïâáï ª®­áâàãªæ¨¨ ¯®áâà®-

¥­¨ï ¯¥à¥ç¨á«¨¬ëå â¨¯®¢, ¬ áá¨¢®¢, ¬­®¦¥áâ¢, § ¯¨á¥©, á¯¨áª®¢ ¨ â. ¤.

� áá¬®âà¨¬ ­¥ª®â®àë¥ ¯à¨¬¥àë áâàãªâãà¨à®¢ ­­ëå â¨¯®¢.

� à §­ëå ï§ëª å ä®à¬  ®¯¨á ­¨ï áâàãªâãà¨à®¢ ­­ëå â¨¯®¢ à §«¨ç­ .

� ¯à¨¢¥¤¥­­ëå ­¨¦¥ ¯à¨¬¥à å ¯à¨¢®¤ïâáï, ¢ ®á­®¢­®¬, ª®­áâàãªæ¨¨ ï§ëª 

PASCAL.

�¥à¥ç¨á«¨¬ë© â¨¯ § ¤ ¥âáï ¨¬¥­¥¬ â¨¯  ¨ ¯¥à¥ç¨á«¥­¨¥¬ ¥£® í«¥¬¥­-

â®¢. � ¯à¨¬¥à, â¨¯: ¤­¨ ­¥¤¥«¨ = (¯®­¥¤¥«ì­¨ª, ¢â®à­¨ª, áà¥¤ , ç¥â¢¥à£,

¯ïâ­¨æ , áã¡¡®â  , ¢®áªà¥á¥­ì¥).

�¨¯ ¬ áá¨¢ § ¤ ¥âáï á«¥¤ãîé¥© ª®­áâàãªæ¨¥©:

�¬ï â¨¯  = ARRAY[k..n] OF â¨¯ í«¥¬¥­â .

�à¨ íâ®¬ ¨¬¥îâáï ®¯¥à æ¨¨, ¯®§¢®«ïîé¨¥:

®¯à¥¤¥«¨âì ­®¢ë© ¬ áá¨¢;

¯®«®¦¨âì í«¥¬¥­â ¢ ¬ áá¨¢ ¯®  ¤à¥áã s, £¤¥ k � s � n;

¯®«ãç¨âì s-ë© í«¥¬¥­â ¬ áá¨¢  ( â®â, ª®â®àë© ¡ë« ¯®«®¦¥­ ¯®  ¤à¥áã

s ¢ ¯®á«¥¤­¨© à §).

�¨¯ § ¯¨áì § ¤ ¥âáï á«¥¤ãîé¥© ª®­áâàãªæ¨¥©:

�¬ï_â¨¯  RECORD

¨¬ï_¯®«ï_1: â¨¯_1

..................

¨¬ï_¯®«ï_k: â¨¯_k

END

� ¦¤ë© í«¥¬¥­â ®¡êï¢«¥­­®£® ¢ëè¥ â¨¯  ¬ëá«¨âáï ¢ ¢¨¤¥ ­ ¡®à  ¯®-

«¥©: ¨¬ï ¯®«ï 1,..., ¨¬ï ¯®«ï k, á®®â¢¥âáâ¢¥­­® â¨¯®¢: â¨¯ 1,...,â¨¯ k. �à¨

íâ®¬ ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® ¨¬¥îâáï ®¯¥à æ¨¨ ¯®áâà®¥­¨ï ­®¢®£® í«¥¬¥­â 

íâ®£® â¨¯ , ¯à¨á¢®¥­¨ï ­®¢®£® §­ ç¥­¨ï ¤«ï ª ¦¤®£® ¯®«ï, ¢ë¤ ç¨ â¥ªã-

é¥£® §­ ç¥­¨ï «î¡®£® ¯®«ï § ¯¨á¨.

� ­¥ª®â®àëå ï§ëª å ¨¬¥îâáï ª®­áâàãªæ¨¨ ¯®áâà®¥­¨ï ¬­®¦¥áâ¢¥­­®£®

â¨¯ . � ï§ëª¥ PASCAL íâ  ª®­áâàãªæ¨ï ¨¬¥¥â ¢¨¤ SET OF T, £¤¥ T ¬®-

¦¥â ¡ëâì áª «ïà­ë¬ (¯¥à¥ç¨á«¨¬ë¬), ®£à ­¨ç¥­­ë¬ (¨­â¥à¢ «ì­ë¬) ¨«¨

á¨¬¢®«ì­ë¬ â¨¯®¬. �­ ç¥­¨ï¬¨ ¯¥à¥¬¥­­ëå ¬­®¦¥áâ¢¥­­®£® â¨¯  ï¢«ï-

îâáï ¬­®¦¥áâ¢  §­ ç¥­¨© â¨¯  T. � ¤ ¬­®¦¥áâ¢ ¬¨ ®¯à¥¤¥«¥­ë ®¯¥à æ¨¨
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®¡ê¥¤¨­¥­¨ï (+), ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï (*) ¨ ¢ëç¨â ­¨ï (�). �®¯ãáª ¥âáï ¯à®¢¥àª 

â®£®, ¯à¨­ ¤«¥¦¨â «¨ ¤ ­­®¥ §­ ç¥­¨¥ X ¬­®¦¥áâ¢ã S. �«ï íâ®£® ¯à¨¬¥-

­ï¥âáï ª®­áâàãªæ¨ï X IN S, ¨¬¥îé ï «®£¨ç¥áª®¥ §­ ç¥­¨¥.

� ¯à®£à ¬¬ å ®¡à ¡®âª¨ á¨¬¢®«ì­®© ¨­ä®à¬ æ¨¨ ç áâ® ¨á¯®«ì§ã-

îâáï á¯¨á®ç­ë¥ â¨¯ë ¤ ­­ëå, ª®â®àë¥ à¥ «¨§ãîâáï ç¥à¥§ áâ ­¤ àâ­ë¥

ª®­áâàãªæ¨¨ ï§ëª  (­ ¯à¨¬¥à, ¢ ï§ëª å PASCAL, C), «¨¡® § ¤ îâáï á¯¥-

æ¨ «ì­ë¬¨ ª®­áâàãªæ¨ï¬¨ ï§ëª  (­ ¯à¨¬¥à, ¢ ï§ëª å LISP, PROLOG).

�¢¨¤ã ¢ ¦­®áâ¨ íâ®£® â¨¯  ¯à¨¢¥¤¥¬ ¥£® ®¯¨á ­¨¥.

� à ¨ ¬ ¥ à 1.4. �¨¯: LIST_OF_T /*á¯¨á®ª í«¥¬¥­â®¢ â¨¯  T*/

/* í«¥¬¥­âë íâ®£® â¨¯  ¢ LISP ¨¬¥îâ ¢¨¤ (t1 t2 ... tn); */

/* ¢ ï§ëª¥ PROLOG â¨¯ LIST_OF_T ®¡®§­ ç ¥âáï T* ,   ¥£® */

/* í«¥¬¥­âë - [t1,t2,...,tn] */

�¯¥à æ¨¨:

NIL: -> LIST_OF_T; /* ¯ãáâ®© á¯¨á®ª; [] ¢ PROLOG¥ */

CONS:T x LIST_OF_T -> LIST_OF_T;/*¢áâ ¢¨âì í«¥¬¥­â ¢ á¯¨á®ª*/

CAR: LIST_OF_T -> T; /* ­ ç «ì­ë© í«¥¬¥­â ­¥¯ãáâ®£® á¯¨áª  */

CDR: LIST_OF_T -> LIST_OF_T /* á¯¨á®ª ¡¥§ ¯¥à¢®£® í«¥¬¥­â  */

/* ¢ PROLOG¥ ®¯¥à æ¨¨ CAR ¨ CDR § ¤ îâáï ¢ëà ¦¥­¨¥¬ */

/* List = [CAR|CDR] */

APPEND:LIST_OF_T x LIST_OF_T -> LIST_OF_T;

/*á®¥¤¨­¨âì á¯¨áª¨*/

IS_NIL: LIST_OF_T -> BOOLEAN;

EQ: LIST_OF_T x LIST_OF_T->BOOLEAN; /* à ¢¥­áâ¢® á¯¨áª®¢ */

�®®â­®è¥­¨ï: t,t1 - T; list, list1 - LIST_OF_T;

CAR(CONS(t,list)) = t;

CDR(CONS(t,list)) = list;

APPEND(NIL,list) = list;

APPEND(CONS(t,list),list1)=CONS(t, APPEND (list,list1));

IS_NIL(NIL) = TRUE;

IS_NIL(CONS(t,list)) = FALSE;

EQ(NIL,NIL) = TRUE;

EQ(NIL,CONS(t,list)) = FALSE;

EQ(CONS(t,list),NIL) = FALSE;

EQ(CONS(t,list),CONS(t1,list1)) = IF (t=t1)

THEN EQ(list,list1) ELSE FALSE;

� íâ®¬ ¯à¨¬¥à¥ ¯à¨¢¥¤¥­ë ®á­®¢­ë¥ ®¯¥à æ¨¨ ­ ¤ á¯¨áª ¬¨ ¨ á®®â-
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­®è¥­¨ï ¬¥¦¤ã ®¯¥à æ¨ï¬¨. �¥ «¨§ æ¨ï â¨¯  ¤ ­­ëå á¯¨á®ª ¬®¦¥â ¡ëâì

¢®§«®¦¥­  ­  âà ­á«ïâ®àë ï§ëª , ª ª ­ ¯à¨¬¥à ¢ LISP, PROLOG, ¨«¨ ­ 

¯à®£à ¬¬¨áâ®¢, ª ª ­ ¯à¨¬¥à ¢ ï§ëª å PASCAL ¨ C. � íâ®¬ á«ãç ¥ à¥-

 «¨§ æ¨¨ ¬®£ãâ ¡ëâì ¢ à §«¨ç­®© áâ¥¯¥­¨ ¯à ¢¨«ì­ë¬¨ (á®®â¢¥âáâ¢®¢ âì

®¯¨á ­¨î) ¨ ®â«¨ç âìáï íää¥ªâ¨¢­®áâìî. �® áç áâìî, à¥ «¨§ æ¨¨ â¨¯ 

¤ ­­ëå á¯¨á®ª ®¯¨á ­ë ¢ «¨â¥à âãà¥ ¨ ¨¬¥îâáï ¢ ¡¨¡«¨®â¥ª å ¯à¨¬¥à®¢

¯à®£à ¬¬ ­  íâ¨å ï§ëª å.

�¤­ ª®, ¯à®£à ¬¬¨áâë ¯à¨¤ã¬ë¢ îâ ¢á¥ ­®¢ë¥ â¨¯ë ¤ ­­ëå (¬­®¦¥-

áâ¢®, ä ©«, ¯à®æ¥¤ãà , ®ª­®, ¬¥­î), ª®â®àë¥ ã¤®¡­ë ¢ à §«¨ç­ëå ª« áá å

§ ¤ ç. � ¤àã£®© áâ®à®­ë, ¢ ¯à¨ª« ¤­ëå ®¡« áâïå áª« ¤ë¢ îâáï á¢®¨ â¨-

¯ë ¤ ­­ëå (¬ âà¨æë, ¤¨ £à ¬¬ë, â ¡«¨æë,  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¥ ¢ëà ¦¥­¨ï,

å¨¬¨ç¥áª¨¥ ä®à¬ã«ë, è å¬ â­ë¥ ¯®§¨æ¨¨), ª®â®àë¥ ¥áâ¥áâ¢¥­­ë ¤«ï íâ¨å

®¡« áâ¥© ¯à¨ ¯®áâ ­®¢ª å § ¤ ç¨, ®¯¨á ­¨©  «£®à¨â¬®¢, ¤«ï ¯®­¨¬ ­¨ï

¯à®¬¥¦ãâ®ç­ëå à¥§ã«ìâ â®¢ ¢ ¯à®æ¥áá å ®â« ¤ª¨ ¨ ¤®¢®¤ª¨  «£®à¨â¬®¢.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, å®â¥«®áì ¡ë ¨¬¥âì ï§ëª®¢ë¥ ¨ ¯à®£à ¬¬­ë¥ áà¥¤áâ¢ 

¤«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£® à áè¨à¥­¨ï á¨áâ¥¬ë â¨¯®¢ ¤ ­­ëå ¢ ¯à®£à ¬¬¥ ¨ áà¥¤-

áâ¢ , ¯®¤¤¥à¦¨¢ îé¨¥ ¯à®æ¥ááë ¢¢¥¤¥­¨ï ­®¢ëå â¨¯®¢ ¤ ­­ëå ¨ ¯à®æ¥ááë

¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨ï á ­®¢ë¬¨ â¨¯ ¬¨ ¤ ­­ëå. �® á­ ç «  ­ã¦­® áä®à¬ã«¨-

à®¢ âì, çâ® â ª®¥ â¨¯ ¤ ­­ëå, ¨ ª ª¨å æ¥«¥© å®âïâ ¤®áâ¨çì ¯à¨ ¢¢¥¤¥­¨¨

íâ®£® ¬¥å ­¨§¬ .

�§ ¯à¨¢¥¤¥­­ëå §¤¥áì ¯à¨¬¥à®¢ á«¥¤ã¥â, çâ® â¨¯ ¤ ­­ëå ®¯à¥¤¥«ï¥âáï

á«¥¤ãîé¨¬¨ á®áâ ¢«ïîé¨¬¨:

¨¬¥­¥¬ | à §­ë¬ ¨¬¥­ ¬ â¨¯®¢ á®®â¢¥âáâ¢ãîâ à §­ë¥ â¨¯ë;

á¨áâ¥¬®© ®¯¥à æ¨© | â¥¬, çâ® á í«¥¬¥­â ¬¨ íâ®£® â¨¯  ¬®¦­® ¤¥« âì;

á®®â­®è¥­¨ï¬¨ ¬¥¦¤ã ®¯¥à æ¨ï¬¨, ¢ëà ¦ îé¨¬¨ á¬ëá« ®¯¥à æ¨©;

à¥ «¨§ æ¨¥© | ª®­ªà¥â­ë¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥¬ í«¥¬¥­â®¢ íâ®£® â¨¯  ¨

®¡êï¢«¥­­ëå ®¯¥à æ¨©.

�¢¥¤¥­¨¥ ¢ ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨¥ ¬¥å ­¨§¬  ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¯à®¨§¢®«ì­ëå

â¨¯®¢ ¤ ­­ëå ¤®«¦¥­ ¯®§¢®«¨âì ¯¨á âì ¨ ®â« ¦¨¢ âì ¯à®£à ¬¬ë ¢ ®¡é¨å

¯®­ïâ¨ïå (â¨¯ å ¨ ®¯¥à æ¨ïå ­ ¤ ­¨¬¨) ¤ ­­®© ¯à¨ª« ¤­®© ®¡« áâ¨ ¨«¨

®¡« áâ¨ ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨ï, ­¥ ¢«¥§ ï ¢ ¯®¤à®¡­®áâ¨ à¥ «¨§ æ¨¨ â¨¯ 

¤ ­­®£®.

� ¤àã£®© áâ®à®­ë, ®â¤¥«¥­¨¥ à¥ «¨§ æ¨¨ â¨¯®¢ ®â ¨å ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¨

¨á¯®«ì§®¢ ­¨ï ¯®§¢®«ï¥â ¯®¢ëá¨âì íää¥ªâ¨¢­®áâì à ¡®âë ¯à¨ª« ¤­ëå ¯à®-

£à ¬¬ ¡¥§ ¨å ¯¥à¥¯¨áë¢ ­¨ï,   â®«ìª® ¯ãâ¥¬ ãá®¢¥àè¥­áâ¢®¢ ­¨ï à¥ «¨§ -

æ¨© ¢¢¥¤¥­­ëå â¨¯®¢. �à¨ íâ®¬, ¯à®£à ¬¬ë, ¨á¯®«ì§ãîé¨¥ ­®¢ë¥ â¨¯ë, ¨

¯à®£à ¬¬ë, íää¥ªâ¨¢­® à¥ «¨§ãîé¨¥ â¨¯ë, ¬®£ãâ ¯¨á âì à §­ë¥ ¯à®£à ¬-
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¬¨áâë, á¯¥æ¨ «¨§¨àãîé¨¥áï ¢ á¢®¨å ®¡« áâïå. �«ï áâëª®¢ª¨ à ¡®âë íâ¨å

¯à®£à ¬¬¨áâ®¢ ­ã¦­ë áà¥¤áâ¢  ª®­âà®«ï ¯à ¢¨«ì­®áâ¨ à¥ «¨§ æ¨¨ â¨¯ 

¤ ­­®£®, â® ¥áâì áà¥¤áâ¢  ¯à®¢¥àª¨ ¢ë¯®«­¥­¨ï ¢ à¥ «¨§ æ¨¨ ®¡êï¢«¥­­ëå

á®®â­®è¥­¨© ¬¥¦¤ã ®¯¥à æ¨ï¬¨.

1.3 A¡áâà ªâ­ë¥ â¨¯ë ¤ ­­ëå

� áá¬®âà¨¬ ¡®«¥¥ ¯®¤à®¡­® ­¥ª®â®àë¥ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨¥ áà¥¤áâ¢ , ¨á¯®«ì-

§ã¥¬ë¥ ¢ «¨â¥à âãà¥ ¯® â¨¯ ¬ ¤ ­­ëå. � ®á­®¢­®¬, ¢ íâ®¬ ¯®¤à §¤¥«¥ ¬ë

¡ã¤¥¬ á«¥¤®¢ âì [46]

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ 1.1. �­®£®á®àâ­®©  «£¥¡à ¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬®© A

­ §ë¢ ¥âáï á¨áâ¥¬ , á®áâ®ïé ï ¨§ âà¥å ­ ¡®à®¢:

- ­ ¡®à  ¬­®¦¥áâ¢ s1; :::; sn; ª®â®àë¥ ­ §ë¢ îâáï ­¥áãé¨¬¨ ¬­®¦¥áâ¢ -

¬¨  «£¥¡à ¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬ë | á®àâ ¬¨;

- ­ ¡®à  f1; :::; fk ®â®¡à ¦¥­¨© ¢¨¤ 

fi : si1 � :::� sni ! smi; ¤«ï i = 1; :::; k;

ª®â®àë¥ ­ §ë¢ îâáï ®¯¥à æ¨ï¬¨ ¨§ á®àâ®¢ si1; :::; sni ¢ á®àâ smi;

- ­ ¡®à  r1; :::; rl ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ ¢¨¤ 

rj � sa1 � :::� saj; ¤«ï j = 1; :::; l;

ª®â®àë¥ ­ §ë¢ îâáï ®â­®è¥­¨ï¬¨  «£¥¡à ¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬ë.

�­®£®á®àâ­®©  «£¥¡à®© ­ §ë¢ ¥âáï ¬­®£®á®àâ­ ï  «£¥¡à ¨ç¥áª ï á¨-

áâ¥¬  á ¯ãáâë¬ ­ ¡®à®¬ ®â­®è¥­¨©.

�à¨¬¥àë, à áá¬®âà¥­­ë¥ ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ à §¤¥«¥, ¯®ª §ë¢ îâ, çâ® â¨¯ë

¤ ­­ëå ï¢«ïîâáï ¬­®£®á®àâ­ë¬¨  «£¥¡à ¬¨.

�   ¬ ¥ ç   ­ ¨ ¥ 1.1. � ®â«¨ç¨¥ ®â ¬®¤¥«¥© ¡ § ¤ ­­ëå, £¤¥

®â­®è¥­¨ï ¨£à îâ £« ¢­ãî à®«ì, ¢ â¨¯ å ¤ ­­ëå ®â­®è¥­¨ï ¯à¨­ïâ®

¯à¥¤áâ ¢«ïâì ­¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ ¬¨,   á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬¨ ¨¬ äã­ªæ¨ï¬¨ ¢

â¨¯ ¤ ­­ëå BOOLEAN. � ª¨¬ á¯®á®¡®¬ ¤®áâ¨£ ¥âáï â¥à¬¨­®«®£¨ç¥áª ï

®¤­®à®¤­®áâì: ®â­®è¥­¨ï ¢ â¨¯ å ¤ ­­ëå ¬ëá«ïâáï ª ª ®¯¥à æ¨¨.

�®­ïâ¨¥  «£¥¡à ¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬ë ¡ë«® ¢¢¥¤¥­® ¢ ¬ â¥¬ â¨ª¥ ¨ ¨§ãç -

«®áì ¢ á¢ï§¨ á ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨¬¨ § ¤ ç ¬¨ [65]. �¥à¢®­ ç «ì­® à ¡®âë ¯®

¨§ãç¥­¨î  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å á¨áâ¥¬ ª § «¨áì íª§®â¨ç¥áª¨¬¨ ¨ á«¨èª®¬  ¡-

áâà ªâ­ë¬¨ ¤ ¦¥ ¤«ï á ¬¨å ¬ â¥¬ â¨ª®¢. �á¯®«ì§®¢ ­¨¥ íâ®£® ¯®­ïâ¨ï
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¢ â¥®à¨¨ ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨ï ¯à¨¤ «® ¥¬ã ®¡à §­®áâì ¨ ®¡®£ â¨«® ­®¢ë¬¨

§ ¤ ç ¬¨.

�à¨ à ¡®â¥ á â¨¯ ¬¨ ¤ ­­ëå, ¯à¥¤áâ ¢«¥­­ë¬¨ ¢ ¢¨¤¥ ¬­®£®á®àâ­ëå

 «£¥¡à ¨ç¥áª¨å á¨áâ¥¬, ¯à®£à ¬¬¨áâã-¯®«ì§®¢ â¥«î ¬®¦¥â ¡ëâì ­¥¨§¢¥áâ-

­  (ç é¥ ¢á¥£® ¨ ­¥¢ ¦­ ) ª®­ªà¥â­ ï à¥ «¨§ æ¨ï  «£¥¡à ¨ç¥áª®© á¨áâ¥-

¬ë, ­® ­¥®¡å®¤¨¬® §­ ­¨¥ ¨¬¥­ ¥ñ á®áâ ¢­ëå ç áâ¥© ¨ §­ ­¨¥ ­¥ª®â®àëå

á¢®©áâ¢ ®¯¥à æ¨© ¨ ®â­®è¥­¨©, ®âà ¦ îé¨å áãé¥áâ¢® â¨¯®¢ ¤ ­­ëå, á ª®-

â®àë¬¨ ¨¬¥îâ ¤¥«®. � ª®¥ §­ ­¨¥ ¯à®£à ¬¬¨áâã ¤®áâ â®ç­® ¤«ï â®£®,

çâ®¡ë § ¤ âì ¤ ­­ë¥ ¨ ®¯à¥¤¥«¨âì á¯®á®¡ ¨å ®¡à ¡®âª¨ ¢ ¯à®£à ¬¬ å, ®â-

¢«¥ª ïáì ®â ­¥áãé¥áâ¢¥­­ëå ¯®¤à®¡­®áâ¥© à¥ «¨§ æ¨¨. � á¢ï§¨ á íâ¨¬, ¢

â¨¯ å ¤ ­­ëå ¨á¯®«ì§ã¥âáï ¯®­ïâ¨¥  ¡áâà ªæ¨¨ ¤ ­­ëå, â® ¥áâì ¯¥à¥å®¤ ®â

¬­®¦¥áâ¢, ®¯¥à æ¨© ¨ ®â­®è¥­¨©  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å á¨áâ¥¬, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å

â¨¯ ¬ ¤ ­­ëå, ª ¨å ¨¬¥­ ¬ ¨ á®®â­®è¥­¨ï¬ ¬¥¦¤ã ­¨¬¨.

�«ï ®¯à¥¤¥«¥­¨ï  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå ­¥®¡å®¤¨¬® ¢¢¥áâ¨ ¯®­ïâ¨ï

á¨£­ âãàë ¨ ¬­®¦¥áâ¢  ®¯à¥¤¥«ïîé¨å á®®â­®è¥­¨©.

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ 1.2. �¨£­ âãà  � ¬­®£®á®àâ­®©  «£¥¡àë § ¤ ¥âáï

¤¢ã¬ï ­ ¡®à ¬¨:

- ­ ¡®à®¬ S = fS1; :::; Sng ¨¬¥­ ­¥áãé¨å ¬­®¦¥áâ¢;

- ­ ¡®à®¬ OP = fF1; :::; Fkg ¨¬¥­ ®¯¥à æ¨© á ãª § ­¨¥¬ â¨¯  ®¯¥à æ¨¨

¢¨¤ 

Fi : Si1 � :::� Sni ! Smi; ¤«ï i = 1; :::; k:

�à¥¦¤¥, ç¥¬ ¢¢¥áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¬­®¦¥áâ¢  ®¯à¥¤¥«ïîé¨å á®®â­®è¥-

­¨©, ­¥®¡å®¤¨¬® ®¯à¥¤¥«¨âì ¬­®¦¥áâ¢® ¯à ¢¨«ì­® ¯®áâà®¥­­ëå ¢ëà ¦¥­¨©

| â¥à¬®¢ ¢ á¨£­ âãà¥ �.

�ãáâì � = (S;OP ) | á¨£­ âãà . �ãáâì ¤«ï ª ¦¤®£® á®àâ  Si ¨§ S

§ ¤ ­® ¬­®¦¥áâ¢® ¯¥à¥¬¥­­ëå Xi. �­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¯¥à¥¬¥­­ëå X ¥áâì

®¡ê¥¤¨­¥­¨¥ ¢á¥å ¬­®¦¥áâ¢ Xi . �à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® Xi ¨ Xj ­¥ ¨¬¥îâ

®¡é¨å í«¥¬¥­â®¢, ¥á«¨ á®àâ  Si ¨ Sj | à §«¨ç­ë¥ á®àâ .

�­®¦¥áâ¢® â¥à¬®¢ Term�(X;Si) á®àâ  Si c ¬­®¦¥áâ¢®¬ ¯¥à¥¬¥­­ëå X

®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¨­¤ãªâ¨¢­® ¯® á«¥¤ãîé¨¬ ¯à ¢¨« ¬:

1. � ¦¤ ï ¯¥à¥¬¥­­ ï á®àâ  Si ï¢«ï¥âáï â¥à¬®¬ á®àâ  Si, â® ¥áâì

Xi � Term�(X;Si) ¤«ï ¢á¥å Si ¨§ S;

2. � ¦¤®¥ ¨¬ï ­ã«ì à­®© ®¯¥à æ¨¨ ¨§ ¬­®¦¥áâ¢  OP á®àâ  Si ï¢«ï¥âáï

â¥à¬®¬ á®àâ  Si;
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3. �«ï «î¡®£® ¨¬¥­¨ ®¯¥à æ¨¨ F ¨§ OP â¨¯ :

F : Sd1 � :::� Sdm ! Si;

¨ â¥à¬®¢ t1 2 Term�(X;Sd1); :::; tm 2 Term�(X;Sdm) á«®¢®

F (t1; :::; tm) ï¢«ï¥âáï â¥à¬®¬ á®àâ  Si.

� áá¬®âà¨¬ ¯à¨¬¥à á¨£­ âãàë ¨ â¥à¬®¢ ¢ íâ®© á¨£­ âãà¥.

� à ¨ ¬ ¥ à 1.5. �¨£­ âãà  â¨¯  Nat ¨¬¥¥â:

�®àâ : nat /* â.¥. S = { nat } */

�¯¥à æ¨¨: 0 -> nat; /* â.¥. OP = { 0,succ, add} */

succ: nat -> nat;

add: nat x nat -> nat;

�ãáâì fm;ng = X | ¬­®¦¥áâ¢® ¯¥à¥¬¥­­ëå â¨¯  nat. �®£¤  á«®¢ 

succ(0); succ(n); add(m;n); succ(add(m;n)); succ(add(0; add(m;m)))

ï¢«ïîâáï â¥à¬ ¬¨ â¨¯  TermNat(X;nat); ¯®â®¬ã çâ® ®­¨ ¬®£ãâ ¡ëâì ¯®-

áâà®¥­ë ¯® ¯à ¢¨« ¬ 1-3.

�«®¢  succ(m;n); add(0) ­¥ ï¢«ïîâáï ¯à ¢¨«ì­® ¯®áâà®¥­­ë¬¨ â¥à¬ ¬¨

¢ á¨£­ âãà¥ Nat, â ª ª ª ¨å ­¥«ì§ï ¯®áâà®¨âì ¯® ¯à ¢¨« ¬ 1-3. �«®¢®

add(x;m) ­¥ ï¢«ï¥âáï â¥à¬®¬ â¨¯  TermNat(X;nat); â ª ª ª x ­¥ ¢å®¤¨â ¢

¬­®¦¥áâ¢® ¯¥à¥¬¥­­ëå X = fn;mg:

�­®¦¥áâ¢® ¢á¥å â¥à¬®¢ ¢ á¨£­ âãà¥ � ®â ¯¥à¥¬¥­­ëå, ¢å®¤ïé¨å ¢

¬­®¦¥áâ¢® X, ®¡®§­ ç ¥âáï ç¥à¥§ Term�(X), â® ¥áâì

Term�(X) =
[

Si2S

Term�(X;Si):

�â ª, ¬ë ®¯à¥¤¥«¨«¨ â¥à¬ë, ª®â®àë¥ ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ á®¡®© á¨­â ªá¨-

ç¥áª¨¥ ª®­áâàãªæ¨¨, ¢ëà ¦ îé¨¥ ª®¬¯®§¨æ¨¨ ®¯¥à æ¨© á¨£­ âãàë ®â ª®­-

áâ ­â ¨ ¯¥à¥¬¥­­ëå. �®íâ®¬ã, ¥á«¨ ¯¥à¥¬¥­­ë¬ â¥à¬  ¯à¨¤ âì §­ ç¥­¨ï ¢

ª ª®© «¨¡®  «£¥¡à¥ á á¨£­ âãà®© �, â® ¨ ¢á¥¬ã â¥à¬ã ¬®¦­® ®¤­®§­ ç­®

¯à¨¤ âì §­ ç¥­¨¥, ª®â®à®¥ ¯®«ãç ¥âáï ¢ à¥§ã«ìâ â¥ ¯à¨¬¥­¥­¨ï ®¯¥à æ¨©

¢ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨, ãª § ­­®© ¢ â¥à¬¥.

�®«¥¥ â®ç­®. �ãáâì A |  «£¥¡à  á á¨£­ âãà®© � = (S;OP ). �®-

£¤  ¤«ï «î¡®£® ¬­®¦¥áâ¢  ¯¥à¥¬¥­­ëå X á®àâ®¢ S ¨ «î¡®£® ®â®¡à ¦¥­¨ï

ev : X ! A; á®åà ­ïîé¥£® á®àâ , áãé¥áâ¢ã¥â ¯à®¤®«¦¥­¨¥ íâ®£® ®â®-

¡à ¦¥­¨ï ¢ A ­  ¢á¥ ¬­®¦¥áâ¢® â¥à¬®¢ Term�(X), § ¤ ­­®¥ á«¥¤ãîé¨¬

¨­¤ãªâ¨¢­ë¬ ¯à ¢¨«®¬:
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1. ¥á«¨ â¥à¬ t | ¯¥à¥¬¥­­ ï ¨§ ¬­®¦¥áâ¢  X, â® ev(t) ã¦¥ ®¯à¥¤¥«¥­®;

¥á«¨ â¥à¬ t = F| ­ã«ì à­ ï ®¯¥à æ¨ï, â® ev(t) = F | í«¥¬¥­â

 «£¥¡àë A, ®¯à¥¤¥«¥­­ë© ­ã«ì à­®© ®¯¥à æ¨¥© F ;

2. ¥á«¨ â¥à¬ t = F (t1; :::; ts) ¤«ï ­¥ª®â®à®© ®¯¥à æ¨¨ F ¨§ OP ¨

­¥ª®â®àëå â¥à¬®¢ t1; :::; ts; â®

ev(F (t1; :::; ts)) = F (ev(t1); :::; ev(ts)):

� ª ª ª ¬­®¦¥áâ¢® â¥à¬®¢ ¢ á¨£­ âãà¥ � ï¢«ï¥âáï  «£¥¡à®© ¢ íâ®©

á¨£­ âãà¥, â® ¯à¨¬¥à®¬ â ª®£® ¯à®¤®«¦¥­¨ï ®â®¡à ¦¥­¨ï ï¢«ï¥âáï ¯®¤-

áâ ­®¢ª  â¥à¬®¢.

�ãáâì X = fx1; :::xng | ¬­®¦¥áâ¢® ¯¥à¥¬¥­­ëå ¨ x1 7! b1; :::; xn 7! bn

| á®¯®áâ ¢«¥­¨¥ ¯¥à¥¬¥­­ë¬ â¥à¬®¢ b1; :::; bn 2 Term�(X) â®£® ¦¥ á®àâ .

�®£¤  ¯®¤áâ ­®¢ª  � íâ¨å â¥à¬®¢ ¢ ¯à®¨§¢®«ì­ë© â¥à¬ t 2 Term�(X)

®¯à¥¤¥«ï¥âáï ®¡ëç­ë¬ ¨­¤ãªâ¨¢­ë¬ ¯à ¢¨«®¬:

1. �á«¨ t = xi; xi 2 X, â® �(t) = bi;

2. �á«¨ t = F (); £¤¥ F () 2 OP | ­ã«ì à­ ï ®¯¥à æ¨ï, â® �(t) = F ();

3. �á«¨ t = F (t1; :::; tn), â® �(t) = F (�(t1); :::�(tn)):

� ª ç¥áâ¢¥ ¤àã£®£® ¯à¨¬¥à  à áá¬®âà¨¬ ¬­®¦¥áâ¢® ­¥®âà¨æ â¥«ì­ëå

æ¥«ëå ç¨á¥« ª ª  «£¥¡àã ¢ á¨£­ âãà¥ Nat, ¢ ª®â®à®© ­ã«ì à­®© ®¯¥à æ¨¨ 0

á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ç¨á«® 0, ®¯¥à æ¨¨ succ á®®â¢¥âáâ¢ã¥â á®¯®áâ ¢«¥­¨¥ ç¨á«ã n

ç¨á«® n+ 1,   ®¯¥à æ¨¨ add | áã¬¬  ç¨á¥«. �ãáâì X = fn;mg ¨ ev(n) =

1; ev(m) = 5: �®£¤  ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î

ev(add(succ(n);m)) = add(ev(succ(n); ev(m)) = add(succ(ev(n)); 5) =

= add(succ(1); 5) = add(2; 5) = 7.

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ 1.3. �à ¢­¥­¨¥¬ ¢ á¨£­ âãà¥ � = (S;OP )

­ §ë¢ ¥âáï âà®©ª  e = (X;L;R), £¤¥ X | ¬­®¦¥áâ¢® ¯¥à¥¬¥­­ëå, L;R

|â¥à¬ë ®¤­®£® á®àâ  ¨§ ¬­®¦¥áâ¢  Term�(X) ¢ á¨£­ âãà¥ �. �­®£¤ ,

¤«ï ªà âª®áâ¨, ãà ¢­¥­¨¥ e ¬ë ¡ã¤¥¬ § ¯¨áë¢ âì â ª¦¥ ¢ ¢¨¤¥ L = R, ¥á«¨

¬­®¦¥áâ¢® ¯¥à¥¬¥­­ëå X ®ç¥¢¨¤­®. �à ¢­¥­¨¥ ¢ë¯®«­ï¥âáï ¢ �{ «£¥¡à¥

A, ¥á«¨ ¤«ï «î¡®£® ®â®¡à ¦¥­¨ï ev : X ! A ¢ë¯®«­ï¥âáï à ¢¥­áâ¢®

ev(L) = ev(R) ¢ A. �á«¨ ãà ¢­¥­¨¥ e ¢ë¯®«­ï¥âáï ¢  «£¥¡à¥ A, â® £®¢®àïâ

â ª¦¥, çâ®  «£¥¡à  A ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãà ¢­¥­¨î e.
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�¥¯¥àì ¬ë £®â®¢ë ª â®¬ã, çâ®¡ë ¤ âì ®¯à¥¤¥«¥­¨¥  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯ 

¤ ­­ëå.

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ 1.4. �¡áâà ªâ­ë¬ â¨¯®¬ ¤ ­­ëå A ­ §ë¢ ¥âáï

âà®©ª  A = (Name;�; E) , £¤¥ Name | ¨¬ï â¨¯ , � = (S;OP ) |

á¨£­ âãpa â¨¯  ¤ ­­®£®, E = fe1; :::; eug | ®¯à¥¤¥«ïîé¨¥ á®®â­®è¥­¨ï

 ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå (ª®­¥ç­®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ãà ¢­¥­¨© ¢ á¨£­ âãà¥ �).

�ë ã¦¥ ¢¨¤¥«¨, çâ® ¨¬¥­®¢ ­¨¥ ï¢«ï¥âáï ¢ ¦­ë¬ áà¥¤áâ¢®¬ ¯®áâà®¥-

­¨ï ­®¢ëå â¨¯®¢. � á¨£­ âãà¥ ®âà ¦ îâáï ¨¬¥­  ®¯¥à æ¨© íâ®£® â¨¯  ¤ ­-

­ëå,   ¢ á®®â­®è¥­¨ïå âà¥¡ã¥¬ë¥ ¯à®£à ¬¬¨áâ®¬ - ¯®«ì§®¢ â¥«¥¬ á¢®©áâ¢ 

®¯¥à æ¨©.

� à ¨ ¬ ¥ à 1.6. �¡áâà ªâ­ë© â¨¯ ¤ ­­ëå Nat.

�®àâ : nat /* â.¥. S = { nat } */

�¯¥à æ¨¨: 0 -> nat; /* â.¥. OP = { 0,succ, add} */

succ: nat -> nat;

add: nat x nat -> nat;

�®®â­®è¥­¨ï: /* ¬­®¦¥áâ¢® E */

add(0,n) = n;

add(n,0) = n;

add(succ(n),m) = succ((add(n,m));

add(n,succ(m)) = succ((add(n,m));

�¥ «¨§ æ¨¥©  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå ­ §ë¢ ¥âáï á®¯®áâ ¢«¥­¨¥ ¨¬¥-

­ ¬ ­¥áãé¨å ¬­®¦¥áâ¢ ª®­ªà¥â­ë¥ ¬­®¦¥áâ¢ , ¨¬¥­ ¬ ®¯¥à æ¨© ª®­ªà¥â-

­ë¥ ®¯¥à æ¨¨ ­  íâ¨å ¬­®¦¥áâ¢ å.

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ 1.5. �¨­â ªá¨ç¥áª¨ ª®àà¥ªâ­®© à¥ «¨§ æ¨¥©

 ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå A = (Name;�; E) ­ §ë¢ ¥âáï ¯à®¨§¢®«ì­ ï  «-

£¥¡à  A á á¨£­ âãà®© � . �¥¬ ­â¨ç¥áª¨ ª®àà¥ªâ­®© à¥ «¨§ æ¨¥©  ¡áâà ªâ-

­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå A ­ §ë¢ ¥âáï  «£¥¡à  A , ã¤®¢«¥â¢®àïîé ï ãà ¢­¥­¨ï¬

¬­®¦¥áâ¢  E.

�¥¬ ­â¨ç¥áª¨ ª®àà¥ªâ­ ï à¥ «¨§ æ¨¨ ­ §ë¢ ¥âáï â ª¦¥ ¬®¤¥«ìî  ¡-

áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå A. � ®¤­®£®  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå ¬®¦¥â

¡ëâì ­¥áª®«ìª® ¬®¤¥«¥©.

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ 1.6. �ãáâì A ¨ A
0 ¤¢¥ ¬®¤¥«¨  ¡áâà ªâ­®£®

â¨¯  ¤ ­­ëå A. �®¬®¬®àä¨§¬®¬ j : A ! A
0 ¬®¤¥«¥© ( «£¥¡à) ­ §ë¢ ¥âáï

®â®¡à ¦¥­¨¥ j ­¥áãé¨å ¬­®¦¥áâ¢ A ¢ ­¥áãé¨¥ ¬­®¦¥áâ¢  A0, á®åà ­ïîé¥¥

á®àâ  í«¥¬¥­â®¢ ¨ ®¡« ¤ îé¥¥ á«¥¤ãîé¨¬ á¢®©áâ¢®¬: ¤«ï «î¡®£® F
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¨§ ¬­®¦¥áâ¢  ¨¬¥­ ®¯¥à æ¨© OP  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå A ¨ «î¡®£®

í«¥¬¥­â  ¬®¤¥«¨ A ¢¨¤  F (a1; :::; as) ¢ë¯®«­¥­® à ¢¥­áâ¢®:

j(F (a1; :::; as)) = F (j(a1); :::; j(as)):

�á«¨, ªà®¬¥ â®£®, j ï¢«ï¥âáï ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­ë¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥¬, â® â ª®©

£®¬®¬®àä¨§¬ ­ §ë¢ ¥âáï ¨§®¬®àä¨§¬®¬.

� à ¨ ¬ ¥ à ë 1.7. (�¥ «¨§ æ¨¨, £®¬®¬®àä¨§¬, ¨§®¬®àä¨§¬)

� áá¬®âà¨¬ á«¥¤ãîé¨¥ à¥ «¨§ æ¨¨  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå Nat á á¨£-

­ âãà®© � = (nat; 0; succ; add). �â® ­ âãà «ì­ë¥ ç¨á«  N ¨ æ¥«ë¥ ç¨á« 

Integer. �à¨ íâ®¬, á®àâã nat á®¯®áâ ¢«ïîâáï ¬­®¦¥áâ¢  N ¨ Integer,

á®®â¢¥âáâ¢¥­­®,   ¨¬¥­ ¬ ®¯¥à æ¨© 0; succ; add á®¯®áâ ¢«ïîâáï ®¯¥à æ¨¨

0;+1;+ ¢ ­ âãà «ì­ëå ¨ æ¥«ëå ç¨á« å. �¥âàã¤­® ¢¨¤¥âì, çâ® ¢ íâ¨å à¥-

 «¨§ æ¨ïå ¢ë¯®«­ïîâáï ¢á¥ á®®â­®è¥­¨ï  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå Nat,

â® ¥áâì íâ® ª®àà¥ªâ­ë¥ à¥ «¨§ æ¨¨, ¨ ¥áâ¥áâ¢¥­­®¥ ¢«®¦¥­¨¥ N ¢ Integer

á®¢¬¥áâ¨¬® á ¤¥©áâ¢¨¥¬ ®¯¥à æ¨©, â® ¥áâì íâ® ¢«®¦¥­¨¥ | £®¬®¬®àä¨§¬

¬®¤¥«¥© Nat. � ª ª ª ¢«®¦¥­¨¥ N ¢ Integer ­¥ ï¢«ï¥âáï ¢§ ¨¬­® ®¤­®-

§­ ç­ë¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥¬, â® íâ®â £®¬®¬®àä¨§¬ ­¥ ¨§®¬®àä¨§¬. �¡à â­®¥

®â®¡à ¦¥­¨¥ j : Integer ! N; á®¯®áâ ¢«ïîé¥¥ æ¥«®¬ã ç¨á«ã ¥£®  ¡á®-

«îâ­®¥ §­ ç¥­¨¥, ­¥ £®¬®¬®àä¨§¬, â ª ª ª j(3 + (�3)) = 0 ¨ ­¥ à ¢­®

j(3) + j(�3) = 6:

�àã£ãî ¬®¤¥«ì Nat, ¨§®¬®àä­ãî N , ¤ ¥â á«¥¤ãîé ï à¥ «¨§ æ¨ï.

�®àâã nat á®¯®áâ ¢«ï¥âáï ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å á«®¢ A
� ¢ ®¤­®¡ãª¢¥­­®¬  «-

ä ¢¨â¥ A = fag. �¬¥­ ¬ ®¯¥à æ¨© 0; succ; add á®¯®áâ ¢«ïîâáï, á®®â¢¥â-

áâ¢¥­­®, ¯ãáâ®¥ á«®¢®, ¯à¨¯¨áë¢ ­¨¥ ª á«®¢ã ®¤­®© ¡ãª¢ë, ª®­ª â¥­ æ¨ï

á«®¢. �â®¡à ¦¥­¨¥ : A� ! N | ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­ë© £®¬®-

¬®àä¨§¬, â® ¥áâì ¨§®¬®àä¨§¬.

�à¨ª« ¤­ë¥ ¯à®£à ¬¬¨áâë, ª ª ¯à ¢¨«®, ­¥ ®â«¨ç îâ ¤¢¥ ¨§®¬®àä­ë¥

à¥ «¨§ æ¨¨  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå, ¯®â®¬ã çâ® ¢á¥, çâ® ¢ë¯®«­ï¥âáï

¨ ¬®¦¥â ¡ëâì ¯®áâà®¥­® ¢ ®¤­®© à¥ «¨§ æ¨¨, ¢ë¯®«­ï¥âáï ¨ ¬®¦¥â ¡ëâì

¯®áâà®¥­® ¢ ¤àã£®© à¥ «¨§ æ¨¨ (å®âï ¬®¦¥â ®â«¨ç âìáï íää¥ªâ¨¢­®áâìî

¢ë¯®«­¥­¨ï ®¯¥à æ¨© ¨ ®¡ê¥¬ ¬¨ ¯ ¬ïâ¨, § ­¨¬ ¥¬®£® ¤ ­­ë¬¨). � íâ¨¬

á¢®©áâ¢®¬ á¢ï§ ­® á«¥¤ãîé¥¥ ¯®­ïâ¨¥  ¡áâà ªæ¨¨ ¤ ­­ëå.

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ 1.7. �¡áâà ªâ­®© áâàãªâãà®© ¤ ­­ëå ­ §ë¢ ¥âáï

¬®¤¥«ì  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå, § ¤ ­­ ï á â®ç­®áâìî ¤® ¨§®¬®àä¨§¬ .

�«ï ¯®áâà®¥­¨ï ¤ ­­ëå ¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï á¯®á®¡®¢ ¨å ®¡à ¡®âª¨ ¢ ¯à®-

£à ¬¬ å ¤®«¦­ë ãª §ë¢ âìáï «¨èì ¨¬¥­ , ¢å®¤ïé¨¥ ¢ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥  ¡-

áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå, ¡¥§ ááë«®ª ­  ª®­ªà¥â­ë¥ á¢®©áâ¢  à¥ «¨§ æ¨¨
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â¨¯ . �â® ¤¥« ¥â ¢®§¬®¦­ë¬ ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥ ®¤­®© ¨ â®© ¦¥ ¯à®£à ¬¬ë ¤«ï

à ¡®âë á à §­ë¬¨ à¥ «¨§ æ¨ï¬¨  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå. � ª ®¡¥á¯¥ç¨-

¢ ¥âáï á¢®©áâ¢®, ª®â®à®¥ ¯à®£à ¬¬¨áâë ­ §ë¢ îâ ­¥§ ¢¨á¨¬®áâìî à ¡®âë

¯à®£à ¬¬ë ®â ä¨§¨ç¥áª®£® ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ¤ ­­ëå.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ ®¯¨á ­¨ïå (á¯¥æ¨ä¨ª æ¨ïå)  ¡áâà ªâ­ëå â¨¯®¢ ¤ ­-

­ëå ®¡ï§ â¥«ì­® § ¤ îâáï ¨¬ï â¨¯ , á¨£­ âãà  ¨ á¨áâ¥¬  á®®â­®è¥­¨©

¬¥¦¤ã ®¯¥à æ¨ï¬¨, â® ¥áâì ¤ ¥âáï ®¯¨á ­¨¥  ¡áâà ªâ­®£® â ¯  ¤ ­­ëå.

�à®¬¥ â®£®, ¨­®£¤  ¢ á¯¥æ¨ä¨ª æ¨¨ ãª §ë¢ ¥âáï,   ¨­®£¤  ¯®¤à §ã¬¥¢ ¥â-

áï ­¥ª®â®à ï  ¡áâà ªâ­ ï áâàãªâãà  ¤ ­­ëå, â® ¥áâì ­¥ª®â®à ï à¥ «¨§ æ¨ï

 ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå á â®ç­®áâìî ¤® ¨§®¬®àä¨§¬ . �â® ¤¥« ¥âáï ¢

â¥å á«ãç ïå, ª®£¤  ¯à®£à ¬¬¨áâ å®ç¥â ¨á¯®«ì§®¢ âì á¢®©áâ¢  ¤ ­­ëå ¨§ ­¥-

ª®â®à®©  ¡áâà ªâ­®© áâàãªâãàë ¤ ­­ëå, ­¥ ®£à ­¨ç¨¢ ï á¥¡ï â®«ìª® â¥¬¨

á¢®©áâ¢ ¬¨, ª®â®àë¥ á«¥¤ãîâ ¨§ ¬­®¦¥áâ¢  ®¯à¥¤¥«ïîé¨å á®®â­®è¥­¨©

á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£®  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå.

� á¯à®áâà ­¥­­ë© ¯à¨¥¬ § ¤ ­¨ï  ¡áâà ªâ­ëå áâàãªâãà ¤ ­­ëå | íâ®

§ ¤ ­¨¥ ¨å ¢ ¢¨¤¥ ¨­¨æ¨ «ì­ëå ¬®¤¥«¥© [50].

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ 1.8. �­¨æ¨ «ì­ ï ¬®¤¥«ì I(A)  ¡áâà ªâ­®£®

â¨¯  ¤ ­­ëå A | íâ® ¬®¤¥«ì, ®¡« ¤ îé ï á«¥¤ãîé¨¬ ã­¨¢¥àá «ì­ë¬

á¢®©áâ¢®¬: ¤«ï «î¡®© ¬®¤¥«¨ A  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå A áãé¥áâ¢ã¥â

¥¤¨­áâ¢¥­­ë© £®¬®¬®àä¨§¬ ¨§ ¬®¤¥«¨ I(A) ¢ ¬®¤¥«ì A.

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 1.1. �á«¨ I(A) ¨ I
0(A) | ¨­¨æ¨ «ì­ë¥ ¬®¤¥«¨

 ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå A, â® ®­¨ ¨§®¬®àä­ë.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �ãáâì I(A) ¨ I
0(A) | ¨­¨æ¨ «ì­ë¥ ¬®¤¥«¨

 ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå A. �®£¤ , ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ¨­¨æ¨ «ì­®áâ¨

áãé¥áâ¢ãîâ £®¬®¬®àä¨§¬ë:

h : I(A)! I
0(A) ¨ h0 : I 0(A)! I(A):

�®¬¯®§¨æ¨ï £®¬®¬®àä¨§¬®¢ h ¨ h0 ï¢«ï¥âáï £®¬®¬®àä¨§¬®¬ ¨§ I(A) ¢ I(A).

�® ¨§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¨­¨æ¨ «ì­®áâ¨ á«¥¤ã¥â, çâ® £®¬®¬®àä¨§¬ ¨§ I(A) ¢

I(A) â®«ìª® ®¤¨­, ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, íâ  ª®¬¯®§¨æ¨ï á®¢¯ ¤ ¥â á â®¦¤¥-

áâ¢¥­­ë¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥¬ ­  I(A) . �­ «®£¨ç­® ¯®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® ª®¬¯®-

§¨æ¨ï h
0 ¨ h ï¢«ï¥âáï â®¦¤¥áâ¢¥­­ë¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥¬ ­  I

0(A). �âáî¤ 

á«¥¤ã¥â, çâ® h | ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, |

¨§®¬®àä¨§¬.

� ¥ ® à ¥ ¬   1.2.[50] �«ï «î¡®£®  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå á á®®â­®-

è¥­¨ï¬¨ â¨¯  ãà ¢­¥­¨© áãé¥áâ¢ã¥â ¨­¨æ¨ «ì­ ï ¬®¤¥«ì.
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�®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë ¯à®¢®¤¨âáï áâ ­¤ àâ­ë¬ ®¡à §®¬. �  ¬­®¦¥-

áâ¢¥ â¥à¬®¢ ¡¥§ ¯¥à¥¬¥­­ëå ¢ á¨£­ âãà¥  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå ¨­¤ãª-

â¨¢­® áâà®¨âáï ®â­®è¥­¨¥ íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ ¥áâ¥áâ¢¥­-

­ë¬ á¢®©áâ¢  ª®­£àãí­â­®áâ¨, ¨áå®¤ï ¨§ á®®â­®è¥­¨©  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯ 

¤ ­­ëå. �­¨æ¨ «ì­ ï ¬®¤¥«ì ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥ ä ªâ®à ¬­®¦¥áâ¢ 

â ª¨å â¥à¬®¢ ¯® ¯®áâà®¥­­®¬ã ®â­®è¥­¨î íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨.

�ãáâì A =< Name;�; E > | ¯à®¨§¢®«ì­ë©  ¡áâà ªâ­ë© â¨¯ ¤ ­­ëå.

� áá¬®âà¨¬ ¬­®¦¥áâ¢® â¥à¬®¢ Term�(;) c ¯ãáâë¬ ¬­®¦¥áâ¢®¬ ¯¥à¥¬¥­-

­ëå. �®£¤ , ¤«ï «î¡®© ¬®¤¥«¨ A  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå A áãé¥áâ¢ã¥â

¥¤¨­áâ¢¥­­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥

ev : Term�(;)! A;

á®¯®áâ ¢«ïîé¥¥ ª ¦¤®¬ã â¥à¬ã ¥£® §­ ç¥­¨¥ ¢  «£¥¡à¥ A.

�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ eqA ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¯ à â¥à¬®¢ (t1; t2) â ª¨å, çâ®

ãà ¢­¥­¨¥ t1 = t2 ¢ë¯®«­ï¥âáï ¢® ¢á¥å ¬®¤¥«ïå A, â® ¥áâì ev(t1) = ev(t2)

¢¥à­® ¢® ¢á¥å ¬®¤¥«ïå A.

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 1.3. �â­®è¥­¨¥ eqA ®¡« ¤ ¥â á«¥¤ãîé¨¬¨

á¢®©áâ¢ ¬¨:

1. (�¥ä«¥ªá¨¢­®áâì.) �«ï «î¡®£® â¥à¬  t 2 Term�(;) ¯ à  (t; t) 2 eqA;

2. (�¨¬¬¥âà¨ç­®áâì.) �á«¨ (t1; t2) 2 eqA; â® (t2; t1) 2 eqA;

3. (�à ­§¨â¨¢­®áâì.) �á«¨ (t1; t2) ¨ (t2; t3) 2 eqA; â® (t1; t3) 2 eqA;

4. �á«¨ (t1; t
0

1); :::; (tn; t
0

n
) 2 eqA ¨ F (t1; :::; tn) |â¥à¬ ¤«ï ­¥ª®â®à®£®

F 2 OP; â® (F (t1; :::; tn); F (t
0

1; :::; t
0

n
)) 2 eqA;

5. �á«¨ á®®â­®è¥­¨¥ (X;L;R) 2 E ¨ � : X ! Term�(;) | ¯à®-

¨§¢®«ì­®¥ ®§­ ç¨¢ ­¨¥ ¯¥à¥¬¥­­ëå â¥à¬ ¬¨ â®£® ¦¥ â¨¯ , â® ¯ à 

(��(L) = ��(R)) 2 eqA:

�®ª § â¥«ìáâ¢® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï á«¥¤ã¥â ¨§ ®¯à¥¤¥«¥­¨© ¨ ®ç¥¢¨¤­®.

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ 1.9. �â­®è¥­¨¥, ®¡« ¤ îé¥¥ á¢®©áâ¢ ¬¨ 1{3,

­ §ë¢ ¥âáï ®â­®è¥­¨¥¬ íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨. �â­®è¥­¨¥, ®¡« ¤ îé¥¥ á¢®©-

áâ¢ ¬¨ 1{4, ­ §ë¢ ¥âáï ª®­£àãí­æ¨¥©. �â­®è¥­¨¥, ®¡« ¤ îé¥¥ á¢®©áâ¢ -

¬¨ 1{5, ­ §ë¢ ¥âáï ª®­£àãí­æ¨¥©, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥© à ¢¥­áâ¢ ¬ E. � ª¨¬

®¡à §®¬, ®â­®è¥­¨¥ eqA | ®â­®è¥­¨¥ ª®­£àãí­æ¨¨ ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ â¥à¬®¢

Term�(;), ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ á®®â­®è¥­¨ï¬ E.
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� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ 1.10. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ �=E ®â­®è¥­¨¥ íª¢¨¢ -

«¥­â­®áâ¨ ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ â¥à¬®¢ Term�(;), ¯®áâà®¥­­®¥ ¯® ¯à ¢¨« ¬ 1{5,

â® ¥áâì �=E | ­ ¨¬¥­ìè¥¥ ®â­®è¥­¨¥, ®¡« ¤ îé¥¥ á¢®©áâ¢ ¬¨ 1{5. �á«¨

â¥à¬ t 2 Term�(;), â® ç¥à¥§ [t] ®¡®§­ ç ¥âáï ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å â¥à¬®¢, íª¢¨-

¢ «¥­â­ëå t ¯® ®â­®è¥­¨î �=E, â® ¥áâì [t] = ft0 : t0 �=E tg.

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 1.4. �«ï «î¡ëå ¤¢ãå â¥à¬®¢ t; t
0 2 Term�(;)

¬­®¦¥áâ¢  [t1] ¨ [t2] «¨¡® á®¢¯ ¤ îâ, «¨¡® ­¥ ¯¥à¥á¥ª îâáï.

�â¢¥à¦¤¥­¨¥ ¢¥à­® ¤«ï «î¡®£® ®â­®è¥­¨ï íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨. �¥©áâ¢¨-

â¥«ì­®, ¥á«¨ [t1] ¨ [t2] ¨¬¥îâ ®¡é¨© í«¥¬¥­â t, â®, ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î, t �=E t1

¨ t �=E t2. �âáî¤ , ¨§ c¢®©áâ¢ á¨¬¬¥âà¨ç­®áâ¨ ¨ âà ­§¨â¨¢­®áâ¨ á«¥¤ã¥â,

çâ® t1 2 [t2]; t2 2 [t1] ¨ [t1] = [t2]:

�¥¯¥àì ¬ë £®â®¢ë ª ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã â¥®à¥¬ë áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï ¨­¨æ¨ «ì-

­®©  «£¥¡àë.

� ª ç¥áâ¢¥ ¬­®¦¥áâ¢  í«¥¬¥­â®¢  «£¥¡àë I(A) à áá¬®âà¨¬ ¬­®¦¥áâ¢®:

I(A) = f[t] : t 2 Term�(;)g;

ª®â®à®¥ ­ §ë¢ îâ ä ªâ®à-¬­®¦¥áâ¢®¬ ¬­®¦¥áâ¢  â¥à¬®¢ ¯® ª®­£àãí­æ¨¨
�=E.

�¯¥à æ¨¨ ¢ íâ®¬ ¬­®¦¥áâ¢¥ ¤¥©áâ¢ãîâ ¯® á«¥¤ãîé¨¬ ¯à ¢¨« ¬:

1. �á«¨ F 2 OP | ­ã«ì à­ ï ®¯¥à æ¨ï,â® ¥¥ ¤¥©áâ¢¨¥¬ ¡ã¤¥â í«¥¬¥­â

[F ] ¢ I(A);

2. �á«¨ F (x1; :::; xn) 2 OP | n- à­ ï ®¯¥à æ¨ï ¨ [t1]; :::; [tn] 2 I(A); â®

F ([t1]; :::; [tn]) ¯®« £ ¥âáï à ¢­ë¬ [F (t1; :::; tn)] 2 I(A) (ª®àà¥ªâ­®áâì

íâ®£® ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥âáï á¢®©áâ¢®¬ 4).

� ª¨¬ ®¡à §®¬, I(A) | � -  «£¥¡à . �®«¥¥ â®£®, ¡« £®¤ àï á¢®©áâ¢ã 5,

I(A) | ¬®¤¥«ì  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­®£® A. �®ª ¦¥¬, çâ® íâ  ¬®¤¥«ì

¨­¨æ¨ «ì­ .

�ãáâì A | ¯à®¨§¢®«ì­ ï ¬®¤¥«ì  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­®£® A. �®-

£¤ , ª ª ¡ë«® ¯®ª § ­® ¢ëè¥, áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ ev :

Term�(;)! A; á®¢¬¥áâ¨¬®¥ á ¤¥©áâ¢¨¥¬ ®¯¥à æ¨©. �à¨ íâ®¬, ¥á«¨ t �=E t
0,

â® ev(t) = ev(t0), â ª ª ª ¢  «£¥¡à¥ A ¢ë¯®«­ïîâáï á®®â­®è¥­¨ï E  ¡-

áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå A. �®íâ®¬ã ®â®¡à ¦¥­¨¥ j : I(A) ! A, § ¤ ­-

­®¥ á®®â­®è¥­¨¥¬ j([t]) = ev(t), ®¯à¥¤¥«¥­® ª®àà¥ªâ­®. � ª ª ª ®â®¡à -

¦¥­¨¥ ev ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ¯¥à¥áâ ­®¢®ç­® á ¨¬¥­ ¬¨ ®¯¥à æ¨©, â® j |

£®¬®¬®àä¨§¬. �£® ¥¤¨­áâ¢¥­­®áâì á«¥¤ã¥â ¨§ ¥¤¨­áâ¢¥­­®áâ¨ ®â®¡à ¦¥­¨ï

ev, ¯¥à¥áâ ­®¢®ç­®£® á ¨¬¥­ ¬¨ ®¯¥à æ¨©.
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�«¥¤áâ¢¨ï¬¨ íâ®© â¥®à¥¬ë ¨ ¯à¨¢¥¤¥­­ëå ¯®áâà®¥­¨© ï¢«ïîâáï á«¥¤ã-

îé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï.

� ¥ ® à ¥ ¬   1.5. �à ¢­¥­¨¥ t1 = t2 ¤«ï â¥à¬®¢ t1; t2 2 Term�(;)

¢ë¯®«­ï¥âáï ¢® ¢á¥å ¬®¤¥«ïå  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå A â®£¤  ¨ â®«ìª®

â®£¤ , ª®£¤  ®­® ¬®¦¥â ¡ëâì ¯®«ãç¥­® ¯® ¯à ¢¨« ¬ 1{5, â® ¥áâì, ª®£¤  ®­®

¢ë¯®«­ï¥âáï ¢ ¨­¨æ¨ «ì­®© ¬®¤¥«¨.

� ¥ ® à ¥ ¬   1.6. �â­®è¥­¨ï eqA ¨ �=E á®¢¯ ¤ îâ.

1.4 �à £¬¥­âë áå¥¬ ¡ § ¤ ­­ëå ª ª ¯à¨¬¥àë ¯®-

­ïâ¨©

� ­ áâ®ïé¥¥ ¢à¥¬ï ¢®§­¨ª îâ ¡ §ë ¤ ­­ëå á® á«®¦­® ®à£ ­¨§®¢ ­­ë¬¨

áå¥¬ ¬¨. � â ª¨¬ ¡ § ¬ ¤ ­­ëå ®â­®áïâáï à á¯à¥¤¥«¥­­ë¥ ¡ §ë ¤ ­­ëå á

¡®«ìè¨¬ ç¨á«®¬ «®ª «ì­ëå ¡ § ¤ ­­ëå, ­ ãç­ë¥ ¡ §ë ¤ ­­ëå á® á«®¦­®©

®à£ ­¨§ æ¨¥© ®¡« áâ¥©, ¡ §ë ¤ ­­ëå á® á«®¦­® ®à£ ­¨§®¢ ­­ë¬¨ ®¡ê¥ªâ -

¬¨.

� â ª¨å ¡ § å ¤ ­­ëå, ¯à¥¦¤¥ ç¥¬ ®¡à â¨âìáï ª á ¬¨¬ ¤ ­­ë¬, ­¥®¡-

å®¤¨¬ ¯®¨áª ¯® áå¥¬¥ ¡ §ë ¤ ­­ëå ¤«ï ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¬¥áâ  ¨ áâàãªâãàë

âà¥¡ã¥¬ëå ¯®«ì§®¢ â¥«î ¤ ­­ëå. �­ ­¨ï ® áå¥¬¥ ¡ §ë ¤ ­­ëå âà¥¡ã¥âáï

¤«ï á®áâ ¢«¥­¨ï § ¯à®á  ª ¡ §¥ ¤ ­­ëå. �ç¨âë¢ ï á«®¦­®áâì ¨ ¢¥«¨ç¨­ã

áå¥¬ë ¡ §ë, ¤«ï ã¤®¡áâ¢  ¯à®á¬®âà  ¨ á®áâ ¢«¥­¨ï § ¯à®á®¢ áå¥¬  ¡ §ë

¤ ­­ëå à §¡¨¢ ¥âáï ¯® á¬ëá«ã ­  äà £¬¥­âë.

� ¦¤ë© äà £¬¥­â ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ®á¬ëá«¥­­ãî ç áâì áå¥¬ë ¡ §ë

¤ ­­ëå, ª®â®à ï ¬®¦¥â ¡ëâì ¨á¯®«ì§®¢ ­  ¢ ¤àã£¨å äà £¬¥­â å áå¥¬ë ¨ ¢

§ ¯à®á å. �¯¥æ¨ä¨ª æ¨ï à §«¨ç­ëå äà £¬¥­â®¢ ¡ §ë ¤ ­­ëå ¬®¦¥â ¯à®-

¨§¢®¤¨âìáï à §«¨ç­ë¬¨ «î¤ì¬¨ | á¯¥æ¨ «¨áâ ¬¨ ¢ ®¡« áâïå §­ ­¨©, ª

ª®â®àë¬ ®â­®áïâáï ¤ ­­ë¥ äà £¬¥­âë. �®«¥¥ â®£®, ­¥ª®â®àë¥ äà £¬¥­âë

áå¥¬ ¡ § ¤ ­­ëå, ï¢«ïîâáï áâ ­¤ àâ ¬¨, ®¡é¥¨§¢¥áâ­ë¬¨ á¯¥æ¨ «¨áâ ¬

¨ ¨á¯®«ì§ã¥¬ë¬¨ ª ª ¢ ¡ § å ¤ ­­ëå, â ª ¨ ¢ § ¯à®á å. �á¯®«ì§®¢ ­¨¥

áâ ­¤ àâ­ëå äà £¬¥­â®¢ ï¢«ï¥âáï áãé¥áâ¢¥­­ë¬ âà¥¡®¢ ­¨¥¬ ¯à¨ ¯à®¥ª-

â¨à®¢ ­¨¨ áå¥¬ á®¢à¥¬¥­­ëå ¡ § ¤ ­­ëå.

� áá¬®âà¨¬ ­¥ª®â®àë¥ ¯à¨¬¥àë á¯¥æ¨ä¨ª æ¨© äà £¬¥­â®¢ áå¥¬ ¡ §

¤ ­­ëå.

� à ¨ ¬ ¥ à 1.8.

�¬ï äà £¬¥­â : PERSON

�¡à §ãîé¨¥:
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PersonIdentityNo : PERSON ! INT;

Name: PERSON ! STRING;

Age: PERSON ! INT;

Children: PERSON ! Set of(PERSON);

�®®â­®è¥­¨ï: Var p1; p2 : PERSON;

IF PersonIdentityNo(p1) = PersonIdentityNo (p2) THEN

p1 = p2.

�¬ï äà £¬¥­â : STUDENT

�¡à §ãîé¨¥:

Isa: STUDENT ,! PERSON;

GroupNamber: STUDENT ! INT;

Advisor: STUDENT ! PROF;

...................................

�¬ï äà £¬¥­â : PROF

Isa: PROF ,! PERSON;

..................................

� íâ¨å ¯à¨¬¥à å ¨á¯®«ì§ãîâáï áâ ­¤ àâ­ë¥ â¨¯ë ¤ ­­ëå INT,

STRING. � ®¡é¥¬ á«ãç ¥, ¢ ®¯¨á ­¨ïå äà £¬¥­â®¢ áå¥¬ ¡ § ¤ ­­ëå ¬®£ãâ

¨á¯®«ì§®¢ âìáï ¯à®¨§¢®«ì­ë¥ â¨¯ë ¤ ­­ëå, ¢ª«îç ï áâàãªâãà¨à®¢ ­­ë¥

â¨¯ë ¨  ¡áâà ªâ­ë¥ â¨¯ë ¤ ­­ëå. � ¯à¨¢¥¤¥­­ëå äà £¬¥­â å, ª ª ¨ ¢  ¡-

áâà ªâ­ëå â¨¯ å ¤ ­­ëå, ¢¢®¤ïâáï ¨¬¥­  ®¡« áâ¥©: PERSON, STUDENT,

PROF; ¨¬¥­  äã­ªæ¨©: PersonIdentityNo, Name, Age, Advisor, ®âà ¦ î-

é¨¥ á¢®©áâ¢  í«¥¬¥­â®¢ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ®¡« áâ¥©; á®®â­®è¥­¨ï. �à®¬¥

â®£®, ¢ äà £¬¥­â¥ PERSON ¨á¯®«ì§ã¥âáï ª®­áâàãªæ¨¨ Set of ¨ à¥ªãàá¨¢-

­ ï ª®­áâàãªæ¨ï Set of(PERSON). � äà £¬¥­â å STUDENT ¨ PERSON

¨á¯®«ì§ã¥âáï ª®­áâàãªæ¨ï Isa:T1 ,! T2, ®¯à¥¤¥«ïîé ï ®¡« áâì T1 ª ª ¯®¤-

®¡« áâì ®¡« áâ¨ T2.

�àã£¨¥ ¯à¨¬¥àë ¤ îâ ®¡ëç­ë¥ áå¥¬ë à¥«ïæ¨®­­ëå ¡ § ¤ ­­ëå, à á-

á¬®âà¥­­ë¥ ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥© £« ¢¥. � íâ®¬ á«ãç ¥, áå¥¬  ¡ §ë ¤ ­­ëå § ¤ -

¥âáï ­ ¡®à®¬ ¤®¬¥­®¢ D1; :::;Dn, ­ ¡®à®¬ áå¥¬ ®â­®è¥­¨©

R
1(a11; :::; a

1
n1
); :::; Rk(ak1; :::; a

k

nk
)

(®­¨ ­ §ë¢ îâáï ¡ §¨á­ë¬¨), £¤¥ R1
; :::; R

k | ¨¬¥­  ®â­®è¥­¨©, 1
1; :::; a

k

nk
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¨¬¥­   âà¨¡ãâ®¢, ¤«ï ª ¦¤®£® ¨§ ª®â®àëå ®â®¡à ¦¥­¨¥¬

t : f11; :::; a
k

nk
g ! fD1; :::;Dng

®¯à¥¤¥«¥­ ¤®¬¥­ §­ ç¥­¨©. �à®¬¥ â®£®, § ¤ îâáï ®â®¡à ¦¥­¨ï ¢«®¦¥­¨ï

R
j(aj1; :::; a

j

nj
) ,! Dt(a

1
) � :::�Dt(a); for j = 1; :::; k

¨ á®®â­®è¥­¨ï (§ ¢¨á¨¬®áâ¨, ®£à ­¨ç¥­¨ï æ¥«®áâ­®áâ¨ ¡ §ë ¤ ­­ëå) ¬¥¦-

¤ã íâ¨¬¨ ®â­®è¥­¨ï¬¨ ¢¨¤ :

f1(R
1
; . . . ; Rk) = g1(R

1
; . . . ; Rk)

. . . . . . . . .

. . . . . . . . .

fl(R
1
; . . . ; Rk) = gl(R

1
; . . . ; Rk);

£¤¥ fi ¨ gi | ®¯¥à æ¨¨ ­ ¤ ®â­®è¥­¨ï¬¨, ¢ëà ¦¥­­ë¥ ¢ ¢¨¤¥ ª®¬¯®§¨æ¨©

®á­®¢­ëå ®¯¥à æ¨©.

� ç áâ­®áâ¨, ¢ ¢¨¤¥ ¯®¤®¡­ëå á®®â­®è¥­¨© ¬®¦­® § ¯¨á âì ãá«®¢¨¥

äã­ªæ¨®­ «ì­®© § ¢¨á¨¬®áâ¨ ª ª®£®{«¨¡®  âà¨¡ãâ  ®â ­ ¡®à  ¤àã£¨å, ¢å®-

¦¤¥­¨¥ ®¤­®£® ®â­®è¥­¨ï ¢ ¤àã£®¥ ª ª ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ , ¯ãáâ®âã ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï

ª ª¨å{«¨¡® ®â­®è¥­¨© ¨ â.¤. �®®â­®è¥­¨ï, § ä¨ªá¨à®¢ ­­ë¥ ¢ ¡ §¥ ¤ ­-

­ëå, ®âà ¦ îâ ãá«®¢¨ï æ¥«®áâ­®áâ¨ ¡ §ë ¤ ­­ëå, ª®â®àë¥ ®¡ï§ â¥«ì­®

¤®«¦­ë ¢ë¯®«­ïâìáï, ®âà ¦ îâ á¬ëá« ¯à¥¤áâ ¢«¥­­ëå ¤ ­­ëå ¨ ¨á¯®«ì-

§ãîâáï ¢ ¯à¨«®¦¥­¨ïå.

1.5 �à¨¬¥àë ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ®¡é¨å ¯®­ïâ¨©

� íâ®¬ à §¤¥«¥ à áá¬®âà¨¬ ­¥ª®â®àë¥ ¯à¨¬¥àë ¯®­ïâ¨© ¨§ ­ ãç­ëå ®¡« -

áâ¥© §­ ­¨© ¨ ­¥ª®â®àë¥ ¯à¨­æ¨¯ë ¨å ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ¤«ï  ¢â®¬ â¨§¨à®-

¢ ­­®© ®¡à ¡®âª¨.

� á ¡ã¤ãâ ¨­â¥à¥á®¢ âì áà¥¤áâ¢  ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ¯®­ïâ¨©, ®à¨¥­â¨à®-

¢ ­­ë¥, £« ¢­ë¬ ®¡à §®¬, ­¥ ­  ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨¥ ®â¤¥«ì­ëå § ¤ ç,   ­ 

á®§¤ ­¨¥  ¢â®¬ â¨§¨à®¢ ­­®© ¨­ä®à¬ æ¨®­­®© á¨áâ¥¬ë ® §­ ­¨ïå ¢ ­¥ª®-

â®à®© ¯à¥¤¬¥â­®© ®¡« áâ¨ ¨, § â¥¬, ­   ¢â®¬ â¨§¨à®¢ ­­ãî ¯®¤¤¥à¦ªã

¯®áâ ­®¢®ª ¨ à¥è¥­¨© ¬­®£®ç¨á«¥­­ëå § ¤ ç, ¤«ï ä®à¬ã«¨à®¢®ª ª®â®àëå

¨á¯®«ì§ãîâáï ¯®­ïâ¨ï, ¯à¥¤áâ ¢«¥­­ë¥ ¢ íâ®© á¨áâ¥¬¥. �à¨ íâ®¬ §­ ­¨ï

¯à¥¤¬¥â­®© ®¡« áâ¨ ¯à¥¤áâ ¢«ïîâáï ¢ ¢¨¤¥ á¨áâ¥¬ë ¯®­ïâ¨©, ¢ ª®â®à®©
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¯à¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨¨ ®¤­¨å ¯®­ïâ¨© ¬®£ãâ ¨á¯®«ì§®¢ âìáï ¤àã£¨¥, à ­¥¥ ®¯à¥-

¤¥«¥­­ë¥ ¢ á¨áâ¥¬¥ ¯®­ïâ¨ï.

�áâ¥áâ¢¥­­®, çâ® ®¤­ã ¨ âã ¦¥ ¯à¥¤¬¥â­ãî ®¡« áâì ¬®¦­® ¯®-à §­®¬ã

áâàãªâãà¨à®¢ âì, ¨ ã ®¯à¥¤¥«¥­¨© ¯®­ïâ¨© ¬®£ãâ ¡ëâì à §­ë¥ íª¢¨¢ «¥­â-

­ë¥ (¨«¨ ­¥ á®¢á¥¬ íª¢¨¢ «¥­â­ë¥) ä®à¬ë. �ë¡®à áâàãªâãà¨§ æ¨¨ ¯à¥¤-

¬¥â­®© ®¡« áâ¨ ¨ ä®à¬ ®¯à¥¤¥«¥­¨© ¯à¨ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¨ §­ ­¨© ¯à¥¤¬¥â­®©

®¡« áâ¨ áà¥¤áâ¢ ¬¨ ï§ëª  ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ¤®«¦­®, ¢ ®á­®¢­®¬, ®¯à¥¤¥«ïâì-

áï âà ¤¨æ¨ï¬¨ ¢ íâ®© ¯à¥¤¬¥â­®© ®¡« áâ¨ ¨ ¨áªãááâ¢®¬ ¯à®¡«¥¬­®£® á¯¥-

æ¨ «¨áâ , ¯à¥¤áâ ¢«ïîé¥£® §­ ­¨ï.

� íâ®© â®çª¨ §à¥­¨ï § ¤ ç  ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï §­ ­¨© ¤«ï  ¢â®¬ â¨§¨à®-

¢ ­­®© ®¡à ¡®âª¨  ­ «®£¨ç­  § ¤ ç¥ ¯®¤£®â®¢ª¨ ãç¥¡­¨ª  ¯® á¯¥æ¨ «ì-

­®áâ¨ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥¬®© ®¡« áâ¨ §­ ­¨ï. �á¯®«ì§®¢ ­¨¥ âà ¤¨æ¨© ¤ ­­®©

¯à¥¤¬¥â­®© ®¡« áâ¨ ¯à¨ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¨ §­ ­¨© ­¥®¡å®¤¨¬® ¤«ï ®¡«¥£ç¥­¨ï

¢®á¯à¨ïâ¨ï ¯à¥¤áâ ¢«¥­­ëå §­ ­¨© ¨ ¤«ï ã¤®¡áâ¢  ¨á¯®«ì§®¢ ­¨ï ®¯ëâ 

á¯¥æ¨ «¨áâ®¢ ¢ ¯à¥¤¬¥â­®© ®¡« áâ¨ ¯à¨ ®¡à é¥­¨¨ ª á¨áâ¥¬¥. �¨áâ¥¬ 

¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï §­ ­¨© ¤®«¦­  ®à£ ­¨§®¢ë¢ âì ¥áâ¥áâ¢¥­­ãî áà¥¤ã §­ ­¨©

¤«ï á¯¥æ¨ «¨áâ®¢ ¯à®¡«¥¬­®© ®¡« áâ¨. �â® â¥¬ ¡®«¥¥ ¢ ¦­® ¢ á«ãç ïå,

ª®£¤  ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥¬ §­ ­¨© § ­¨¬ ¥âáï ®¤­  £àã¯¯  ¯à®¡«¥¬­ëå á¯¥æ¨-

 «¨áâ®¢,   ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥­­ëå ¢ á¨áâ¥¬¥ §­ ­¨© | ¤àã£ ï

£àã¯¯  á¯¥æ¨ «¨áâ®¢.

�âàãªâãà¨§ æ¨ï ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï §­ ­¨© ®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥â ¢®§¬®¦­®áâì à -

¡®âë á ®¡®§à¨¬ë¬¨ äà £¬¥­â ¬¨ ¯à¥¤áâ ¢«¥­­ëå §­ ­¨©. �­  ¢ë¡¨à ¥âáï

â ª¦¥, ¨áå®¤ï ¨§ ã¤®¡áâ¢  ¢ëà ¦¥­¨ï §­ ­¨©, ¯®áâ ­®¢®ª § ¤ ç, ¯à®¢¥àª¨

¯à ¢¨«ì­®áâ¨ ¢ëà ¦¥­¨© ¨ «®ª «¨§ æ¨¨ ®è¨¡®ª. �¨áâ¥¬  ¯®­ïâ¨© ¤®«¦­ 

¡ëâì ¤®áâ â®ç­® ¯®«­®©, ®¡¥á¯¥ç¨¢ îé¥© íää¥ªâ¨¢­®¥ ¢ëà ¦¥­¨¥ ¯®áâ -

­®¢®ª â¨¯¨ç­ëå § ¤ ç ¤ ­­®© ¯à¥¤¬¥â­®© ®¡« áâ¨. �à®¬¥ â®£®, áâàãª-

âãà¨§ æ¨ï ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï §­ ­¨© ¨ á¨áâ¥¬  ¯®­ïâ¨© áâà®¨âáï â ª, çâ®¡ë

®¡¥á¯¥ç¨âì ãáâ®©ç¨¢®áâì á¨áâ¥¬ë ¯®­ïâ¨© ¯à¨ ¨§¬¥­¥­¨ïå ¢ ®¯à¥¤¥«¥­¨ïå

®â¤¥«ì­ëå ¯®­ïâ¨©.

� â®çª¨ §à¥­¨ï ¯à®¡«¥¬­®£® á¯¥æ¨ «¨áâ  áà¥¤áâ¢  ï§ëª  ¯à¥¤áâ ¢«¥-

­¨ï á«ã¦ â ¤«ï ¢ëà ¦¥­¨ï ®¯à¥¤¥«¥­¨© ¯®­ïâ¨© ¯à®¡«¥¬­®© ®¡« áâ¨, ¤«ï

¢ëà ¦¥­¨ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢ ­¥ª®â®àëå á¢®©áâ¢ ¢¢¥¤¥­­ëå ¯®­ïâ¨©, ¤«ï ¯®-

áâ ­®¢®ª § ¤ ç ¨ § ¤ ­¨ï § ¯à®á®¢ ª á¨áâ¥¬¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­­ëå §­ ­¨©. �

¤àã£®© áâ®à®­ë, ¢ëà ¦¥­¨ï ­  ï§ëª¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ¨¬¥îâ ¢­ãâà¥­­îî

¨­â¥à¯à¥â æ¨î, ª®â®à ï ¬®¦¥â ¡ëâì áªàëâ  ®â ¯®«ì§®¢ â¥«ï ¨ á«ã¦¨â ¤«ï

®à£ ­¨§ æ¨¨ íää¥ªâ¨¢­®£® ¯®«ãç¥­¨ï ®â¢¥â®¢ ­  § ¯à®áë ¨ ¯à®¢¥àª¨ ­¥-

¯à®â¨¢®à¥ç¨¢®áâ¨ ¢¢¥¤¥­­ëå á¯¥æ¨ä¨ª æ¨© ¯®­ïâ¨©.
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�à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨¥ á ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥¬ ï§ëª  ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ¯®­ïâ¨© á®-

áâ®¨â ¨§ á«¥¤ãîé¨å ¯à®æ¥áá®¢:

ä®à¬ã«¨à®¢ª  ¨ ¢¢®¤ ®¯à¥¤¥«¥­¨© ¯®­ïâ¨© ¯à¥¤¬¥â­®© ®¡« áâ¨;

ä®à¬ã«¨à®¢ª  ¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ­¥ª®â®àëå á¢®©áâ¢ ¯®­ïâ¨©, ª®â®àë¥ ­¥

¢å®¤ïâ ¢ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¯®­ïâ¨©, ­® ¨§¢¥áâ­ë á¯¥æ¨ «¨áâã ¨ ¯® ¥£® ¬­¥­¨î

¤®«¦­ë ¡ëâì ®âà ¦¥­ë ¢ á¨áâ¥¬¥;

¯®áâ ­®¢ª  § ¤ ç ¯à®¡«¥¬­®© ®¡« áâ¨ á ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥¬ ¢¢¥¤¥­­ëå ¯®-

­ïâ¨©.

�à®æ¥áá ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨ï ¢ â ª®© á¨áâ¥¬¥ | íâ® ¤¨ «®£, ¢ ª®â®à®¬

á¯¥æ¨ «¨áâ ä®à¬ã«¨àã¥â ¯®áâ ¢ª¨ § ¤ ç ¯à®¡«¥¬­®© ®¡« áâ¨, ¨á¯®«ì§ãï

ã¦¥ ¢¢¥¤¥­­ë¥ ¯®­ïâ¨ï ª ª ¬®¤ã«¨, ¨«¨ ¢¢®¤¨â ­®¢ë¥ ¯®­ïâ¨ï ¨ ¨å á¢®©-

áâ¢ .

�ãáâì, ª ¯à¨¬¥àã, ­ è  ¯à¥¤¬¥â­ ï ®¡« áâì | íâ® ¯®­ïâ¨ï èª®«ì­®£®

ãç¥¡­¨ª  ä¨§¨ª¨. �¥à¢ë© ¯à¨¬¥à á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¯®­ïâ¨î ¬¥å ­¨ç¥áª®¥

¤¢¨¦¥­¨¥.

�¬ï ¯®­ïâ¨ï: �¢¨¦¥­¨¥.

������������, �����, ���� | ®¡« áâ¨.

�¥áâ® | ®â®¡à ¦¥­¨¥.

�¥áâ®: ���� � ����� ! ������������.

�® íâ®¬ã ®¯à¥¤¥«¥­¨î ª ¦¤®¥ ¬¥å ­¨ç¥áª®¥ ¤¢¨¦¥­¨¥ âà¥¡ã¥â ­ «¨ç¨ï

âà¥å ®¡« áâ¥©, ª®â®àë¥ ­ §ë¢ îâáï ������������, �����, ����

¨ ®â®¡à ¦¥­¨ï �¥áâ®, ª®â®à®¥ ª ¦¤®¬ã â¥«ã ¢ ª ¦¤ë© ¬®¬¥­â ¢à¥¬¥­¨ § -

¤ ¥â ¯®«®¦¥­¨¥ ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥. � ¯à¨¬¥à, ¢ ¤¢¨¦¥­¨ïå ¯® ¯àï¬®© ®¡« áâì

������������ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¯àï¬ãî, ¢ ¤¢¨¦¥­¨ïå ¯® ®ªàã¦­®-

áâ¨ | ®ªàã¦­®áâì, ¢ ¤¢¨¦¥­¨ïå ¢ âà¥å¬¥à­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ | âà¥å¬¥à-

­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®. �¡« áâì ����� ®¡ëç­® ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¬­®¦¥áâ¢®¬

¤¥©áâ¢¨â¥«ì­ëå ç¨á¥«, ­® ¢ § ¤ ç å á ¤¨áªà¥â­®¬ ¢à¥¬¥­¥¬ ¬®¦¥â ¡ëâì

¯à¥¤áâ ¢«¥­  ¬­®¦¥áâ¢®¬ æ¥«ëå ç¨á¥«. �¡« áâì ���� ¢ à §­ëå § ¤ ç å

â ª¦¥ ¬®¦¥â ¡ëâì à §­®©. � § ¤ ç å ® ¤¢¨¦¥­¨¨ ®¤­®£® â¥«  ®­  á®áâ®¨â

¨§ ®¤­®£® â¥« ,   ¢ § ¤ ç å ® ¤¢¨¦¥­¨¨ n â¥« ®¡« áâì ���� á®áâ®¨â ¨§ n

í«¥¬¥­â®¢. � «î¡®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  à¥çì ¨¤¥â ® ¬¥å ­¨ç¥áª®¬ ¤¢¨¦¥­¨¨, â®

¢ë¤¥«ïîâáï ®¡« áâ¨ ������������, �����, ���� ¨ ¯®¤à §ã¬¥¢ -

¥âáï, çâ® ¥áâì ®â®¡à ¦¥­¨¥, § ¤ îé¥¥ ¬¥áâ® ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ ¤«ï ª ¦¤®£®

â¥«  ¢ ª ¦¤ë© ¬®¬¥­â ¢à¥¬¥­¨.

�à¨ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¨ §­ ­¨©, ¨áå®¤¨¬ ¨§ á«¥¤ãîé¨å âà¥¡®¢ ­¨© ª á¨áâ¥-

¬¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨©:
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¬®¤ã«ì­®áâì | ¢®§¬®¦­®áâì ä®à¬¨à®¢ ­¨ï ­®¢ëå ®¯à¥¤¥«¥­¨© ¨ § -

¯à®á®¢ ­  ®á­®¢¥ ã¦¥ ¢¢¥¤¥­­ëå ¢ á¨áâ¥¬ã;

®âªàëâ®áâì | ¢®§¬®¦­®áâì ¢¢¥áâ¨ ¢ «î¡®© ¬®¬¥­â ­®¢ë¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï

¨ § ¯à®áë ¨ ¨á¯®«ì§®¢ âì ¨å § â¥¬ ª ª ¬®¤ã«¨;

¯®­ïâ­®áâì | ¡«¨§®áâì ä®à¬ «ì­ëå ¢ëà ¦¥­¨© ­  ï§ëª¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï

¨áå®¤­ë¬ ä®à¬ã«¨à®¢ª ¬ ®¯à¥¤¥«¥­¨© ¨ § ¯à®á®¢ ­  ¥áâ¥áâ¢¥­­®¬ ï§ëª¥;

¢®§¬®¦­®áâì ¨á¯®«ì§®¢ ­¨ï á®ªà é¥­¨© ¨ ãá«®¢­ëå ®¡®§­ ç¥­¨© ¤«ï

¯®­ïâ¨© ¨ ä®à¬ã«;

á¯®á®¡­®áâì ¨­â¥à¯à¥â¨à®¢ âì ­¥¯®«­ãî ¨«¨ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¢ãî ¨­ä®à-

¬ æ¨î.

�à®¨««îáâà¨àã¥¬ ­¥ª®â®àë¥ ¨§ íâ¨å ¯à¨­æ¨¯®¢ ¯à¨¬¥à®¬.

�¬ï ¯®­ïâ¨ï: � ¢­®¬¥à­®¥ ¤¢¨¦¥­¨¥ T.

�àã£®¥ ¨¬ï: T à ¢­®¬¥à­® ¤¢¨¦¥âáï.

�â®: �¢¨¦¥­¨¥. �á¯®«ì§ãîâáï: �����.

�¡à §ãîé¨¥:

T | í«¥¬¥­â ®¡« áâ¨ ����.

�������� | í«¥¬¥­â ®¡« áâ¨ �����.

�à®¬¥¦ãâ®ª ¢à¥¬¥­¨: ����������� ! �����.

�á«¨ t1; t2 | �����, â® �«¨­  ¯ãâ¨(t1; t2) | �����.

�®ªà é¥­¨ï:

t = ���������� �������.

S = ����� ����.

V = ��������.

�®®â­®è¥­¨ï:

�á«¨ t1; t2 | �����, â® S(t1; t2) = V � t(t1; t2).

�á«¨ t1; t2; t3 | �����, â® t(t1; t3) = t(t1; t2) + t(t2; t3).

�â¢¥à¦¤¥­¨ï:

�á«¨ t1; t2 | �����, â® V = S(t1; t2)=t(t1; t2) ¨

t(t1; t2) = S(t1; t2)=V

�¤¥áì ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¯®­ïâ¨¥ á ¤¢ã¬ï á¨­®­¨¬¨ç­ë¬¨ ¨¬¥­ ¬¨ "� ¢­®-

¬¥à­®¥ ¤¢¨¦¥­¨¥ T" ¨ "T à ¢­®¬¥à­® ¤¢¨¦¥âáï". � íâ®¬ ¯à¨¬¥à¥ ®¯à¥¤¥-

«ï¥âáï ¯®­ïâ¨¥ á ¢ë¤¥«¥­­ë¬ ¯ à ¬¥âà®¬ T .

�á¯®«ì§®¢ ­¨¥ ¢ ®¯à¥¤¥«¥­¨¨ ¨¬¥­ à ­¥¥ ¯®áâà®¥­­ëå ¯®­ïâ¨© ¨«¨

â¥à¬¨­®¢, ¢å®¤ïé¨å ¢ à ­¥¥ ¯®áâà®¥­­ë¥ ¯®­ïâ¨ï, ®§­ ç ¥â, çâ® â¥ªáâë

®¯à¥¤¥«¥­¨© ¨ ¢­ãâà¥­­¨¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï íâ¨å ¯®­ïâ¨© ¢ª«îç îâáï ¢ â¥ªáâ

¨ ¢­ãâà¥­­¥¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ ä®à¬¨àã¥¬®£® ¯®­ïâ¨ï. � ¤ ­­®¬ á«ãç ¥ íâ®
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®§­ ç ¥â, çâ® ¢­ãâà¥­­¥¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ ¯®­ïâ¨ï "� ¢­®¬¥à­®¥ ¤¢¨¦¥­¨¥

T" áâà®¨âáï ¨§ ¢­ãâà¥­­¨å ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨© à ­¥¥ ®¯à¥¤¥«¥­­®£® ¯®­ïâ¨ï

"�¢¨¦¥­¨¥" ¨ ¡ §¨á­®£® ¯®­ïâ¨ï "�����".

�¤¥áì ­¥ ¯à¨¢®¤¨âáï ä®à¬ «ì­®£® ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¯®­ïâ¨ï "�����", ­®

¯à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ®­® á®¤¥à¦¨â ®¡« áâì "�����", ­ 

ª®â®à®© ®¯à¥¤¥«¥­ë ®¯¥à æ¨¨ á«®¦¥­¨ï (+), ¢ëç¨â ­¨ï (�), ã¬­®¦¥­¨ï

(�), ¤¥«¥­¨ï (=) ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ áâ ­¤ àâ­ë¬  ªá¨®¬ ¬ ¯®«ï. �à¥¤¯®« -

£ ¥âáï â ª¦¥, çâ®  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨ï ¯®­ïâ¨ï "�����" á®¤¥à¦¨â ¬ è¨­­ë¥

ç¨á«  á á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬¨ ®¯¥à æ¨ï¬¨ ­  ­¨å.

�à¨ ¯®áâà®¥­¨¨ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ¯®­ïâ¨ï "� ¢­®¬¥à­®¥ ¤¢¨¦¥­¨¥" ª

®¡à §ãîé¨¬ ¨ á®®â­®è¥­¨ï¬ ¯®­ïâ¨© "�¢¨¦¥­¨¥" ¨ "�����" ¤®¡ ¢«ï-

îâáï ­®¢ë¥ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï, "�à®¬¥¦ãâ®ª ¢à¥¬¥­¨", "�«¨­  ¯ãâ¨" ¨ í«¥-

¬¥­âë "T" ¨ "�ª®à®áâì". �à¨ íâ®¬ ®¡« áâì ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¨ ®¡« áâì §­ -

ç¥­¨© ¯à¥®¡à §®¢ â¥«ï "�à®¬¥¦ãâ®ª ¢à¥¬¥­¨" ãª § ­ë ï¢­®,   ®¡« áâì

®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¨ ®¡« áâì §­ ç¥­¨© ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï:

�«¨­  ¯ãâ¨: ����������� ! �����

§ ¤ ¥âáï á ¯®¬®éìî ®¯¥à â®à  ï§ëª  "�á«¨ ..., â® ...".

�ëà ¦¥­¨ï " T | í«¥¬¥­â ®¡« áâ¨ ����" ¨ "�������� | í«¥¬¥­â

®¡« áâ¨ �����" ®§­ ç îâ , çâ® ¢¢®¤¨¬ë¥ ¢ ®¯à¥¤¥«¥­¨¨ â¥à¬¨­ë " T "

¨ "cª®à®áâì" ï¢«ïîâáï í«¥¬¥­â ¬¨, á®®â¢¥âáâ¢¥­­®, ®¡« áâ¥© "����" ¨

"�����".

�®ªà é¥­¨ï t; S; V ï¢«ïîâáï á®ªà é¥­­ë¬¨ á¨­®­¨¬ ¬¨ ¤«ï ¨¬¥­ á®-

®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¯à¥®¡à §®¢ ­¨©.

�®¯®«­¨â¥«ì­ë¥ ®¯à¥¤¥«ïîé¨¥ á®®â­®è¥­¨ï ¯®­ïâ¨ï "� ¢­®¬¥à­®¥

¤¢¨¦¥­¨¥" ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ á®¡®© à ¢¥­áâ¢  ¬¥¦¤ã ª®¬¯®§¨æ¨ï¬¨ ­¥ª®â®àëå

¯à¥®¡à §®¢ ­¨© ¨ â ª¦¥ § ¤ îâáï á ¯®¬®éìî ®¯¥à â®à  ï§ëª  "�á«¨ ... ,

â® ... ".

� ¢¥­áâ¢ , ¢å®¤ïé¨¥ ¢ "ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï" ®¯à¥¤¥«¥­¨ï, ¬®£ãâ ¡ëâì ¯®«ã-

ç¥­ë (¢ë¢¥¤¥­ë) ¨§ ®¡à §ãîé¨å ¨ ®¯à¥¤¥«ïîé¨å á®®â­®è¥­¨© ¯®­ïâ¨ï

"� ¢­®¬¥à­®¥ ¤¢¨¦¥­¨¥", ­® ¢¢®¤ïâáï áî¤  ¤«ï â®£®, çâ®¡ë ®­¨ ¢®è«¨ ¢®

¢® ¢­ãâà¥­­¥¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ íâ®£® ¯®­ïâ¨ï.

�á¯®«ì§ãï ¢¢¥¤¥­­ë¥ ¯®­ïâ¨ï, ¬®¦¥â ¡ëâì áä®à¬ã«¨à®¢ ­  á«¥¤ãîé ï

§ ¤ ç .

� ¤ ç :

�¢â®¬®¡¨«ì à ¢­®¬¥à­® ¤¢¨¦¥âáï.
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t1; t2; t3 | í«¥¬¥­âë ®¡« áâ¨ �����.

t1 =�à¥¬ï ­ ç «  ¤¢¨¦¥­¨ï.

t2 =�à¥¬ï § ¬¥à .

t3 =�à¥¬ï ª®­æ  ¤¢¨¦¥­¨ï.

t(t1; t2) = 10: S(t1; t2) = 5: S(t1; t3) = 15.

�¥¬ã à ¢­® t(t1; t3)?

�¥ªáâã íâ®© § ¤ ç¨ á®¯®áâ ¢«ï¥âáï ¢­ãâà¥­­¥¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥, ª®â®à®¥

áâà®¨âáï ¨§ ¢­ãâà¥­­¥£® ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ¯®­ïâ¨ï "T à ¢­®¬¥à­® ¤¢¨¦¥âáï",

£¤¥ ¢¬¥áâ® ¯ à ¬¥âà  T ¯®¤áâ ¢«¥­ â¥à¬¨­ "�¢â®¬®¡¨«ì", ¤®¡ ¢«¥­ë í«¥-

¬¥­âë t1; t2; t3 ¢ ®¡« áâ¨ ����� ¨ á®®â­®è¥­¨ï t(t1; t2) = 10, S(t1; t2) = 5,

S(t1; t3) = 15. �®¯à®á § ¤ ç¨ ¨­â¥à¯à¥â¨àã¥âáï ª ª § ¯à®á ª ¢­ãâà¥­­¥-

¬ã ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨î § ¤ ç¨. � ®â¢¥â ¢ë¤ ¥âáï í«¥¬¥­â ®¡« áâ¨ "�����",

à ¢­ë© t(t1; t3).

�®¦­® ¡ë«® ¡ë áä®à¬ã«¨à®¢ âì ¨ ¤àã£¨¥ § ¤ ç¨ á ­¥áª®«ìª¨¬¨ â¥-

« ¬¨ ¨ ¤àã£¨¬¨ ¢®¯à®á ¬¨. �®¦­® ¡ë«® ¡ë ¢¢¥áâ¨ ¯®­ïâ¨ï à ¢­®ãáª®-

à¥­­®£® ¤¢¨¦¥­¨ï ¨ § ¤ ç¨ ­  à ¢­®ãáª®à¥­­®¥ ¤¢¨¦¥­¨¥ ¯®  ­ «®£¨¨ á

¯à¨¢¥¤¥­­ë¬¨. �á«¨ ¡ë ¬ë § å®â¥«¨, çâ®¡ë á¨áâ¥¬  ®âá«¥¦¨¢ «  ¥¤¨­¨-

æë ¨§¬¥à¥­¨ï ä¨§¨ç¥áª¨å ¢¥«¨ç¨­, â® ­ã¦­® ¡ë«® ¢¢¥áâ¨ ¯®­ïâ¨ï ¥¤¨­¨æë

¨§¬¥à¥­¨ï, ¢¥«¨ç¨­ë ¢à¥¬¥­¨, ¢¥«¨ç¨­ë ¤«¨­ë ¨ ¯®âà¥¡®¢ âì, çâ®¡ë ¯à¥-

®¡à §®¢ ­¨ï "�à®¬¥¦ãâ®ª ¢à¥¬¥­¨" ¨ "�«¨­  ¯ãâ¨" ¯à¨­¨¬ «¨ §­ ç¥­¨ï,

á®®â¢¥âáâ¢¥­­®, ¢ ®¡« áâïå "�������� �������" ¨ "��������

�����",   ­¥ ¢ ®¡« áâ¨ "�����".

� ï§ëª¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ªà®¬¥ ¯®­ïâ¨©, ª®â®àë¥ ¨á¯®«ì§ãîâáï ¤«ï ä®à-

¬ã«¨à®¢ª¨ ¤àã£¨å ¯®­ïâ¨©, ¬®¦­® ®¯à¥¤¥«¨âì áå¥¬ë ¢®¯à®á®¢, ª®â®àë¥

¬®£ãâ ¡ëâì ¨á¯®«ì§®¢ ­ë ¤«ï ä®à¬ã«¨à®¢ª¨ ¤àã£¨å ¢®¯à®á®¢ ¨«¨ ¢®¯à®-

á®¢ § ¤ ç. �à¨¬¥à ¬¨ â ª¨å ®¯à¥¤¥«¥­¨© ï¢«ïîâáï á«¥¤ãîé¨¥ áå¥¬ë ¢®-

¯à®á®¢ "£¤¥?" ¨ "ª®£¤ ?".

�¬ï ¯®­ïâ¨ï: �¤¥ T?

�¡à §ãîé¨¥:

����, ������������ | ®¡« áâ¨.

�®«®¦¥­¨¥: ���� ! ������������.

T | í«¥¬¥­â ®¡« áâ¨ ����.

�¥¬ã à ¢­® �®«®¦¥­¨¥ (T)?

�¬ï ¯®­ïâ¨ï: �®£¤  S?

�¡à §ãîé¨¥:
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�������, ����� | ®¡« áâ¨.

�à¥¬ï: ������� ! �����.

S | í«¥¬¥­â ®¡« áâ¨ �������.

�¥¬ã à ¢­® �à¥¬ï (S)?

�â®¡ë ¯à¨¬¥­¨âì íâ¨ ¢®¯à®áë ¢ ª®­ªà¥â­®© § ¤ ç¥ ¨«¨ ¯®­ïâ¨¨, ­ã¦­®

¯à®¨­â¥à¯à¥â¨à®¢ âì áå¥¬ë ¢®¯à®á®¢ ¢ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¨ § ¤ ç¨ ¨«¨ ¯®­ïâ¨ï.

�â ª, ¯¥à¥ç¨á«¨¬ ­¥ª®â®àë¥ äã­ªæ¨¨ á¨áâ¥¬ë ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ¯®­ïâ¨©.

�¨áâ¥¬  áâà®¨â ¢­ãâà¥­­¥¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ ¯®­ïâ¨ï ¯® ¢ëà ¦¥­¨ï¬ ï§ë-

ª  ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï, ®¯¨áë¢ îé¨¬ ¤ ­­®¥ ¯®­ïâ¨¥ ¨«¨ § ¤ çã. �âà®¨â § -

¯à®á ª ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨î, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© ¢®¯à®áã § ¤ ç¨ ¨«¨ áå¥¬¥ ¢®¯à®-

á . �à®¬¥ â®£®, á¨áâ¥¬  ®áãé¥áâ¢«ï¥â «®£¨ç¥áª¨© ª®­âà®«ì §  ¯à ¢¨«ì-

­®áâìî ­ ¯¨á ­¨ï ¢ëà ¦¥­¨© ­  ï§ëª¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ¯à¨ª« ¤­ë¬ á¯¥æ¨-

 «¨áâ®¬ ¨ ¬®¦¥â § ¤ ¢ âì ¢®¯à®áë ¯®«ì§®¢ â¥«î ¤«ï ãâ®ç­¥­¨ï ¨­â¥à-

¯à¥â æ¨¨ â¥ªáâ  ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï,   â ª¦¥ ¯®áâ®ï­­® ¯à®¢®¤¨â ª®­âà®«ì ­ 

­¥¯à®â¨¢®à¥ç¨¢®áâì ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï, ã¦¥ ¯®áâà®¥­­®£® á¨áâ¥¬®©. �¨áâ¥-

¬   ¢â®¬ â¨ç¥áª¨ à áè¨àï¥â â¥ªáâ ¯®«ì§®¢ â¥«ï §  áç¥â â¥ªáâ®¢ ¬®¤ã«¥©,

ãª § ­¨¥ ­  ª®â®àë¥ ¤¥« ¥â ¯®«ì§®¢ â¥«ì,   â ª¦¥ ¢ë¯®«­ï¥â ­¥®¡å®¤¨¬ë¥

á¯à ¢®ç­ë¥ äã­ªæ¨¨ ® â¥ªáâ å, ¢¢¥¤¥­­ëå ¢ á¨áâ¥¬ã.
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2 � â¥£®à­ë© ¯®¤å®¤ ª ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨î

¯®­ïâ¨©

2.1 �¡é¥¥ ®¯¨á ­¨¥ ¯®¤å®¤ 

� ­ áâ®ïé¥¥ ¢à¥¬ï ®¤­¨¬ ¨§ ®á­®¢­ëå áà¥¤áâ¢, ª®â®à®¥ ¯à¨¬¥­ï¥âáï ¤«ï

¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ¤¥ª« à â¨¢­ëå §­ ­¨© (¯®­ïâ¨©) ¢ á¨áâ¥¬ å ¨áªãááâ¢¥­­®-

£® ¨­â¥««¥ªâ  ï¢«ïîâáï á¥¬ ­â¨ç¥áª¨¥ á¥â¨. �¥¬ ­â¨ç¥áª ï á¥âì ¯à¥¤áâ -

¢«ï¥â á®¡®© á¥âì á ¯®¨¬¥­®¢ ­­ë¬¨ í«¥¬¥­â ¬¨. � ¬¥â®¤¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï

§­ ­¨© á¥¬ ­â¨ç¥áª¨¬¨ á¥âï¬¨ ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® ¢áïª®¥ ¤¥ª« à â¨¢­®¥

§­ ­¨¥ ¬®¦­® § ª®¤¨à®¢ âì ¢ ¢¨¤¥ á¥â¨.

� ª®© ¯®¤å®¤ ¯®«­®áâìî  ­ «®£¨ç¥­ á¥â¥¢®¬ã ¯®¤å®¤ã ª ¬®¤¥«¨à®¢ -

­¨î ¡ § ¤ ­­ëå. �­ ¨¬¥¥â â¥ ¦¥ ¤®áâ®¨­áâ¢  ¨ ­¥¤®áâ âª¨. �á­®¢­®©

­¥¤®áâ â®ª § ª«îç ¥âáï ¢ â®¬, çâ® ¨§-§  § ª®¤¨à®¢ ­­®áâ¨ ¨­ä®à¬ æ¨¨

¢­¥è­ïï «®£¨ª  ¯®­ïâ¨© á«®¦­® ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï, ¨ á ¬  ¨­ä®à¬ æ¨ï áâ -

­®¢¨âáï âàã¤­® ¤®áâã¯­®© ¯à®¡«¥¬­®¬ã á¯¥æ¨ «¨áâã.

�«ìâ¥à­ â¨¢®© á¥¬ ­â¨ç¥áª¨¬ á¥âï¬ ¤«ï ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ¯®­ïâ¨© ï¢«ï-

¥âáï ª â¥£®à­ë© ¯®¤å®¤, ¨á¯®«ì§ãîé¨©  ¯¯ à â ¨ ¬¥â®¤ë ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®©

â¥®à¨¨ ª â¥£®à¨© ¤«ï ®¯à¥¤¥«¥­¨ï á¥¬ ­â¨ª¨ «®£¨ç¥áª¨å ª®­áâàãªæ¨©. �®-

®â­®è¥­¨¥ ¬¥¦¤ã ¯®¤å®¤®¬, ¨á¯®«ì§ãîé¨¬ á¥¬ ­â¨ç¥áª¨¥ á¥â¨, ¨ ¯à¥¤« -

£ ¥¬ë¬ ¯®çâ¨ â ª®¥ ¦¥, ª ª ¬¥¦¤ã á¥â¥¢ë¬¨ ¨ à¥«ïæ¨®­­ë¬¨ ¯®¤å®¤ ¬¨

ª ¬®¤¥«¨à®¢ ­¨î ¡ § ¤ ­­ëå. �¤¥áì, ª ª ¨ ¢ à¥«ïæ¨®­­®¬ ¯®¤å®¤¥, ¯à¥¤-

¯®« £ ¥âáï, çâ® ¯®­ïâ¨¥ (¡ §ã ¤ ­­ëå) ¬®¦­® ¯à¥¤áâ ¢¨âì ¢ ¢¨¤¥ ­ ¡®à 

®¡« áâ¥©, á¨áâ¥¬ë ®â®¡à ¦¥­¨© ¨ ®â­®è¥­¨©, ­® ¨¬¥îâáï ¬¥­ìè¨¥ âà¥¡®-

¢ ­¨ï¬¨ ª ¯®«­®â¥ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥¬®© ¨­ä®à¬ æ¨¨.

� â¥£®à­ë© ¯®¤å®¤ ª ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨î §­ ­¨© ï¢«ï¥âáï ¥áâ¥áâ¢¥­­ë¬

à §¢¨â¨¥¬ à¥«ïæ¨®­­®£® ¯®¤å®¤  ª ¡ § ¬ ¤ ­­ëå, ¤®¯®«­¥­­®£® ¨¤¥ï¬¨ ¨

¬¥â®¤ ¬¨  ¡áâà ªâ­ëå â¨¯®¢ ¤ ­­ëå ¢ ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨¨ [3],[72],[50],[41],

[53],[54]. �à¨ íâ®¬ ¨á¯®«ì§ãîâáï ¤®áâ¨¦¥­¨ï ¯à¨«®¦¥­¨© ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®©

â¥®à¨¨ ª â¥£®à¨© ª ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© «®£¨ª¥ [64],[16].

� ª â¥£®à­®¬ ¯®¤å®¤¥ ª ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨î §­ ­¨© ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ®

¯à¥¤áâ ¢«ï¥¬ë¥ §­ ­¨ï ¯à¨ª« ¤­®© ®¡« áâ¨ ¬®£ãâ ¡ëâì áâàãªâãà¨à®¢ -

­ë ¢ ¢¨¤¥ á¨áâ¥¬ë ¯®­ïâ¨©. � ª ¦¤ë¬ ¯®­ïâ¨¥¬ á¢ï§ë¢ ¥âáï ¨¬ï ¯®­ïâ¨ï,

®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¨ §­ ­¨ï, ¢ëâ¥ª îé¨¥ ¨§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï. �¥®à¨ï ª â¥£®à¨© ¯à¥-

¤®áâ ¢«ï¥â ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨¥ áà¥¤áâ¢  ¤«ï ®âà ¦¥­¨ï á¥¬ ­â¨ª¨ ¨ «®£¨ª¨

¯®­ïâ¨©. � ¦¤®¬ã ¯à¥¤áâ ¢«ï¥¬®¬ã ¯®­ïâ¨î ¢ íâ®¬ ¯®¤å®¤¥ á®¯®áâ ¢«ï-
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¥âáï  «£¥¡à ¨ç¥áª ï ¬®¤¥«ì ¯®­ïâ¨ï (ª â¥£®à¨ï), ¢ ª®â®à®© ¯®â¥­æ¨ «ì­®

®âà ¦ ¥âáï ¯®«­®¥ §­ ­¨¥ ® ¯à¥¤¬¥â¥ ¯®­ïâ¨ï, ¢ëâ¥ª îé¥¥ ¨§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï

íâ®£® ¯®­ïâ¨ï,   â ª¦¥ áâà®¨âáï ª®­¥ç­ ï  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨ï ª â¥£®à¨¨ (äà £-

¬¥­â ª â¥£®à¨¨), ¢ ª®â®à®© ®âà ¦ îâáï ã¦¥ ¨¬¥îé¨¥áï §­ ­¨ï ® ¯à¥¤áâ -

¢«ï¥¬®¬ ¯®­ïâ¨¨, ®â®¡à ¦¥­­ë¥ ¢ á¨áâ¥¬¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ¨ ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­-

­® ¤®áâã¯­ë¥ ¯®«ì§®¢ â¥«î.

�à¥¤áâ¢  ª â¥£®à­®£® ¯®¤å®¤  ª ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨î §­ ­¨© ãá«®¢­® ¬®¦­®

à §¤¥«¨âì ­  âà¨ ®á­®¢­ë¥ ç áâ¨:

- áà¥¤áâ¢  ¯®áâà®¥­¨ï  «£¥¡à ¨ç¥áª®© ¬®¤¥«¨ (ª â¥£®à¨¨);

- áà¥¤áâ¢  ¯®áâà®¥­¨ï ª®­¥ç­®©  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ ª â¥£®à¨¨;

- ï§ëª ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï §­ ­¨©.

�á¥ âà¨ á®áâ ¢«ïîé¨¥ ¯®¤å®¤  á¨«ì­® á¢ï§ ­ë ¬¥¦¤ã á®¡®©:

- ª â¥£®à¨ï ¨ ¥¥  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨ï § ¤ îâáï ï§ëª®¢ë¬¨ áà¥¤áâ¢ ¬¨;

- ª®àà¥ªâ­®áâì ­®¢ëå ï§ëª®¢ëå ¢ëà ¦¥­¨© ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¯® ã¦¥ ¯®áâà®-

¥­­®©  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨;

- ª â¥£®à¨ï, ®âà ¦ îé ï ¯®«­ë¥ §­ ­¨ï ® ¯à¥¤áâ ¢«ï¥¬®¬

¯®­ïâ¨¨, | íâ® ¨¤¥ «ì­ë© ®¡ê¥ªâ, ª®â®àë© ï¢«ï¥âáï ¯à¥¤¥«®¬ á¢®¨å ª®-

­¥ç­ëå  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨©.

� ®á­®¢¥ ª â¥£®à­®£® ¯®¤å®¤  ª ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨î §­ ­¨© â ª ¦¥, ª ª ¨ ¢

®á­®¢¥ à¥«ïæ¨®­­®£® ¯®¤å®¤  ª ¬®¤¥«¨à®¢ ­¨î ¡ § ¤ ­­ëå, «¥¦¨â ­¥ª®â®-

àë© ­ ¡®à ®¯¥à æ¨©. �ë ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ¨å ª â¥£®à­ë¬¨ ®¯¥à æ¨ï¬¨, â ª

ª ª ®­¨ ¡ë«¨ ¢¢¥¤¥­ë ¢ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© â¥®à¨¨ ª â¥£®à¨© (á¬.,­ ¯à¨¬¥à,

[16]).

� â¥£®à­ë¥ ®¯¥à æ¨¨ ¯®§¢®«ïîâ ¢ëà §¨âì ¯à¥¤áâ ¢«ï¥¬ë¥ ¯®­ïâ¨ï ¨

®¯à¥¤¥«¨âì âà¥¡ã¥¬ãî ¨å ®¡à ¡®âªã. �á®¡¥­­®áâìî ª â¥£®à­ëå ®¯¥à æ¨©

ï¢«ï¥âáï ¢®§¬®¦­®áâì ¯®áâà®¥­¨ï «î¡ëå â¥®à¥â¨ª® ¬­®¦¥áâ¢¥­­ëå ª®­-

áâàãªæ¨© ¨§ ®¡« áâ¥©, ­¥ ¢á¥ í«¥¬¥­âë ª®â®àëå ¨§¢¥áâ­ë.

�¤¨­ ï ª â¥£®à­ ï ¨­â¥à¯à¥â æ¨ï ¯®­ïâ¨©, ®á­®¢ ­­ ï ­  ®¡é¥¬ ­ -

¡®à¥ ®¯¥à æ¨©, ¯®§¢®«ï¥â ¤®áâ¨çì ¢ëá®ª®© áâ¥¯¥­¨ ¨­â¥£à æ¨¨ ¯®­ïâ¨© ¢

á¨áâ¥¬ã §­ ­¨©.

� ¤ ­­®© à ¡®â¥ ¤ ¥âáï ®¯¨á ­¨¥ ¯à¥¤« £ ¥¬ëå áà¥¤áâ¢ ª â¥£®à­®£®

¯®¤å®¤  ª ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨î ¯®­ïâ¨©. �¥ª®â®àë¥ ¨§ ¯à¥¤áâ ¢«¥­­ëå §¤¥áì

à¥§ã«ìâ â®¢ ¡ë«¨ ®¯ã¡«¨ª®¢ ­ë  ¢â®à®¬ ¢ [8], [9], [10], [11].

� ­ áâ®ïé¥¥ ¢à¥¬ï à §à ¡®â ­ ¬ ª¥â ¤¨ «®£®¢®© á¨áâ¥¬ë, ®á­®¢ ­­ë©

­  ª â¥£®à­®¬ ¯®¤å®¤¥, ¤«ï á®§¤ ­¨ï ¡ § ¯®­ïâ¨©. � ª¥â à §à ¡®â ­ ­ 

ï§ëª¥ PDC Prolog ¨ äã­ªæ¨®­¨àã¥â ­  ¯¥àá®­ «ì­ëå ��� â¨¯  IBM PC

AT.
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2.2 � â¥£®à­ë¥ áà¥¤áâ¢  ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ¯®­ïâ¨©

� íâ®¬ à §¤¥«¥ ­¥ä®à¬ «ì­® ®¯¨áë¢ îâáï ­¥ª®â®àë¥ áà¥¤áâ¢  ¬ â¥¬ â¨-

ç¥áª®© â¥®à¨¨ ª â¥£®à¨©, á«ã¦ é¨¥ ¤«ï ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ¯®­ïâ¨©.

�®ç¥¬ã ¨¬¥­­® ª â¥£®à¨¨ ¢ë¡à ­ë ¤«ï ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ¯®­ïâ¨© ¨ çâ®

íâ® â ª®¥?

�á­®¢­ë¬ â¥§¨á®¬ ª â¥£®à­®£® ¯®¤å®¤  ª ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨î §­ ­¨©
ï¢«ï¥âáï ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨¥, çâ® ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¢áïª®£® ¯®­ïâ¨ï ¬®¦¥â

¡ëâì ¯à¥¤áâ ¢«¥­® ¢ ¢¨¤¥ ­ ¡®à®¢ ¨¬¥­ ®¡« áâ¥©, ¨¬¥­ ¯à¥®¡à §®-

¢ ­¨© ¨ á®®â­®è¥­¨©. �à¨ íâ®¬, ­¥ ¢á¥ í«¥¬¥­âë ®¡« áâ¥© ¬®£ãâ
¡ëâì ¨§¢¥áâ­ë ¢­ãâà¨ ¤ ­­®£® ¯®­ïâ¨ï ¨ ¬®£ãâ ãâ®ç­ïâìáï ¢ ¤àã£¨å
¯®­ïâ¨ïå.

�¨à®â  ¯à¨­ïâ®£® â¥§¨á  ¯®¤â¢¥à¦¤ ¥âáï â¥¬, çâ® áå¥¬ë ¡ §ë ¤ ­­ëå

¨  ¡áâà ªâ­ë¥ â¨¯ë ¤ ­­ëå ï¢«ïîâáï ¯à¨¬¥à ¬¨ â ª¨å ¯®­ïâ¨©. �ªá¯¥-

à¨¬¥­âë ¯®ª §ë¢ îâ, çâ® â ª ¯à¥¤áâ ¢«ïîâáï ¯®­ïâ¨ï â ª¨å ¯à¥¤¬¥â­ëå

®¡« áâ¥©, ª ª ¬¥å ­¨ª , å¨¬¨ï ¨ â.¤.

�â®ç­¨¬ â¥¯¥àì, ª ª¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨ ®¡ï§ â¥«ì­® ®¡« ¤ îâ á®¢®ªã¯­®-

áâ¨ ¨¬¥­ ®¡« áâ¥© ¨ ®â®¡à ¦¥­¨© ­¥§ ¢¨á¨¬® ®â â®£®, ª ª®¥ ¯®­ïâ¨¥ ¨¬¨

¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï.

� ª ª ª ¨¬¥­ ¬ ®â®¡à ¦¥­¨© ¢ ª®­ªà¥â­ëå ¯à¨¬¥à å á®®â¢¥âáâ¢ãîâ

®â®¡à ¦¥­¨ï ®¤­¨å ¬­®¦¥áâ¢ ¢ ¤àã£¨¥, â® ¢ë¯®«­ïîâáï á«¥¤ãîé¨¥ á¢®©-

áâ¢ .

�á«¨ f1 : T1 ! T2 ¨ f2 : T2 ! T3 | ¨¬¥­  ®â®¡à ¦¥­¨© â ª¨¥, çâ®

(f1) = (f2), â® áâà®¨âáï ¨¬ï f2 �

f1 ®â®¡à ¦¥­¨ï ¨§ T1 ¢ T2, ª®â®à®¥ ­ §ë¢ ¥âáï ª®¬¯®§¨æ¨¥© ®â®¡à ¦¥­¨©

f1 ¨ f2 .

�®¬¯®§¨æ¨ï ®â®¡à ¦¥­¨© ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬  áá®æ¨ â¨¢­®áâ¨. �â®

§­ ç¨â, çâ® ¤«ï «î¡ëå ®â®¡à ¦¥­¨© f1; f2 ¨ «î¡®£® ®â®¡à ¦¥­¨ï f3 : T3 !

T4 ¢ë¯®«­¥­® à ¢¥­áâ¢®

f3 � (f2 � f1) = (f3 � f2) � f1: (1)

�«ï ®â®¡à ¦¥­¨© ¬­®¦¥áâ¢ à ¢¥­áâ¢® (1) «¥£ª® ¯à®¢¥àï¥âáï ­  í«¥¬¥­â å.

�à®¬¥ â®£®, ¤«ï «î¡®© ®¡« áâ¨ T ¬®¦­® ¢¢¥áâ¨ â®¦¤¥áâ¢¥­­®¥ ®â®-

¡à ¦¥­¨¥ id(T ) : T ! T , ª®¬¯®§¨æ¨ï ª®â®à®£® á «î¡ë¬¨ ®â®¡à ¦¥­¨ï¬¨

f : T1 ! T ¨ g : T ! T2 ¤ ¥â á«¥¤ãîé¨¥ à ¢¥­áâ¢ :

id(T ) � f = f; g � id(T ) = g: (2)
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� â¥¬ â¨ç¥áª ï áâàãªâãà , ®¡« ¤ îé ï ®¯¥à æ¨¥© â¨¯  ®¯¥à æ¨¨ ª®¬-

¯®§¨æ¨ï á® á¢®©áâ¢ ¬¨ (1) ¨ (2), ­ §ë¢ ¥âáï ª â¥£®à¨¥© [16]. � ª¨¬ ®¡à -

§®¬, á¨áâ¥¬  ¨¬¥­ ®¡« áâ¥© ¨ ®â®¡à ¦¥­¨©, ª®â®à ï á®¯®áâ ¢«ï¥âáï ¯à¥¤-

áâ ¢«ï¥¬®¬ã ¯®­ïâ¨î ¨ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨ï¬ (1) ¨ (2), | íâ® ª â¥£®-

à¨ï. �¡ê¥ªâ ¬¨ íâ®© ª â¥£®à¨¨ ï¢«ïîâáï ¨¬¥­  ®¡« áâ¥©,   ¬®àä¨§¬ ¬¨

| ¨¬¥­  ®â®¡à ¦¥­¨©, à áá¬®âà¥­­ë¥ á â®ç­®áâìî ¤® à ¢¥­áâ¢ .

�¡®§­ ç¨¬ íâã ª â¥£®à¨î ç¥à¥§ C. �¡ê¥ªâë íâ®© ª â¥£®à¨¨ ¬ë ¡ã¤¥¬

­ §ë¢ âì ®¡« áâï¬¨. �­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¬®àä¨§¬®¢ ¨§ ®¡« áâ¨ 1 ¢ ®¡« áâì

2 ª â¥£®à¨¨ C ®¡®§­ ç ¥âáï ç¥à¥§ C(T1; T2).

�«ï ãª § ­¨ï í«¥¬¥­â®¢ ®¡ê¥ªâ®¢ ¢ â¥®à¨¨ ª â¥£®à¨© ¨¬¥¥âáï á¯¥æ¨ «ì-

­ë© á¯®á®¡, ª®â®àë© ¥áâ¥áâ¢¥­­® ¨á¯®«ì§®¢ âì ¨ ¢ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¨ §­ ­¨©.

�¢®¤¨âáï ®á®¡ ï ®¡« áâì �����, ª®â®à ï á®ªà é¥­­® ®¡®§­ ç ¥âáï

ç¥à¥§ I, ®¡« ¤ îé ï á«¥¤ãîé¨¬ á¢®©áâ¢®¬: ¤«ï ª ¦¤®© ®¡« áâ¨ T ¨§

ª â¥£®à¨¨ C áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­ë© ¬®àä¨§¬ ¨§ T ¢ I, ª®â®àë© ®¡®§­ -

ç ¥âáï ç¥à¥§ I(T ) : T ! I. �â® á¢®©áâ¢® ¯®«­®áâìî å à ªâ¥à¨§ã¥â ®¡« áâì

�����. � â¥®à¨¨ ª â¥£®à¨© ¥¥ ­ §ë¢ îâ ä¨­ «ì­ë¬ ®¡ê¥ªâ®¬.

�®«¥§­® â ª¦¥ ¨¬¥âì ¯ãáâãî ®¡« áâì ;, ª®â®à ï § ¤ ¥âáï á«¥¤ãîé¨¬

á¢®©áâ¢®¬: ¤«ï «î¡®© ®¡« áâ¨ ª â¥£®à¨¨ C ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¬®àä¨§¬®¢

C(;; T ) á®áâ®¨â ¨§ ¥¤¨­áâ¢¥­­®£® ¬®àä¨§¬  ;(T ) : ; ! T . � â¥®à¨¨

ª â¥£®à¨© â ª®© ®¡ê¥ªâ ­ §ë¢ îâ ¨­¨æ¨ «ì­ë¬.

� ¤ «ì­¥©è¥¬ ¡ã¤¥â ¯à¥¤¯®« £ âìáï, çâ® à áá¬ âà¨¢ ¥¬ë¥ §¤¥áì ª â¥-

£®à¨¨ C ¨¬¥îâ ®¡« áâ¨ ; ¨ I.

� â¥£®à¨ï ®¡« áâ¥© C ­ §ë¢ ¥âáï ­¥¯à®â¨¢®à¥ç¨¢®©, ¥á«¨ ®¡« áâì ;

­¥¨§®¬®àä­  ®¡« áâ¨ I. �®®â¢¥âáâ¢¥­­®, ¥á«¨ ¯®­ïâ¨¥ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ­¥-

¯à®â¨¢®à¥ç¨¢®© ª â¥£®à¨¥©, â® ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ ­ §ë¢ ¥âáï ­¥¯à®â¨¢®à¥ç¨-

¢ë¬.

�ãáâì | ­¥ª®â®à ï ®¡« áâì ¨§ ª â¥£®à¨¨ C. �§¢¥áâ­ë¥ ¢ ¯à¥¤áâ -

¢«¥­¨¨ í«¥¬¥­âë ®¡« áâ¨ T § ¤ îâáï ¬®àä¨§¬ ¬¨ t : I ! T ¨§ ®¡« áâ¨

����� ¢ ®¡« áâì T . �­®¦¥áâ¢® ¬®àä¨§¬®¢ C(I; T ) á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¬­®¦¥-

áâ¢ã ¢á¥å ¨§¢¥áâ­ëå í«¥¬¥­â®¢ ®¡« áâ¨ T ¢ ª â¥£®à¨¨ C.

�á«¨ f : T1 ! T2 | ¬®àä¨§¬, â® ®­ ¨­¤ãæ¨àã¥â ®â®¡à ¦¥­¨¥ ¨§¢¥áâ­ëå

í«¥¬¥­â®¢ ®¡« áâ¨ T1 ¢ ¨§¢¥áâ­ë¥ í«¥¬¥­âë ®¡« áâ¨ T2. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®,

¯ãáâì t : I ! T1 | ¯à®¨§¢®«ì­ë© í«¥¬¥­â ®¡« áâ¨ T1, â®£¤  ª®¬¯®§¨æ¨ï

¬®àä¨§¬®¢ f � t : I ! T2 | í«¥¬¥­â ®¡« áâ¨ T2.

� ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ¢®§¬®¦­®, çâ® ¤¢  à §­ëå ¬®àä¨§¬  ¨­¤ãæ¨àãîâ ®¤­®

¨ â® ¦¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ ¨§¢¥áâ­ëå í«¥¬¥­â®¢. � ª¨¬ ®¡à §®¬,

®¡« áâì ¢ ª â¥£®à­®¬ ¯®¤å®¤¥ ­¥ ¯®«­®áâìî å à ªâ¥à¨§ã¥âáï ¬­®¦¥áâ¢®¬
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¥¥ ¨§¢¥áâ­ëå í«¥¬¥­â®¢. � ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ®¡« áâì ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¢§ ¨¬®®â-

­®è¥­¨ï¬¨ á® ¢á¥¬¨ ®¡« áâï¬¨ ª â¥£®à¨¨ C,   ­¥ â®«ìª® ¢§ ¨¬®®â­®è¥­¨-

ï¬¨ á ®¡« áâìî �����. �â® ®§­ ç ¥â, çâ® ®¡« áâ¨ ¢ ª â¥£®à­®¬ ¯®¤å®¤¥

íâ® ­¥ ¬­®¦¥áâ¢ . �å ¬®¦­® á¥¡¥ ¯à¥¤áâ ¢«ïâì ª ª ­¥¤®áâà®¥­­ë¥ ¬­®¦¥-

áâ¢ .

�®«¥¥ â®£®, ¢ ¯à¨¢¥¤¥­­®¬ à ­¥¥ ¯à¨¬¥à¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¤¢¨¦¥­¨ï ®¡« -

áâ¨ ������������, �����, ���� ¢®®¡é¥ ­¥ ¨¬¥îâ ¨§¢¥áâ­ëå í«¥-

¬¥­â®¢, â ª ª ª ¨å ­¥«ì§ï ¯®«ãç¨âì ¨§ íâ®£® ®¯à¥¤¥«¥­¨ï. �â® à á¯à®áâà -

­¥­­ ï á¨âã æ¨ï ¯à¨ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¨ ®¡é¨å ¯®­ïâ¨©, ¢ ª®â®àëå ­¥¯®«­®â 

ï¢«ï¥âáï ¢ ¦­ë¬ á¢®©áâ¢®¬. � ª¨¥ ¯®­ïâ¨ï ¢ à §­ëå á«ãç ïå ­ ¯®«­ïîâáï

à §­ë¬ á®¤¥à¦ ­¨¥¬. � ¯à¨¬¥à, ¯®­ïâ¨¥ ¤¢¨¦¥­¨¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ¤®¯®«­¥-

­® ¤® ¯®­ïâ¨© ¤¢¨¦¥­¨ï ¯® ¯àï¬®©, ¤¢¨¦¥­¨ï ¯® ®ªàã¦­®áâ¨, ¤¢¨¦¥­¨ï á

¤¨áªà¥â­ë¬ ¢à¥¬¥­¥¬, ¢ ª®â®àëå ®¡« áâ¨ á ®¤¨­ ª®¢ë¬¨ ¨¬¥­ ¬¨ ¬®£ãâ

¨¬¥âì à §­ë¥ ¬­®¦¥áâ¢  í«¥¬¥­â®¢.

�«ï ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ¯®­ïâ¨© ª â¥£®à­ë¬¨ áà¥¤áâ¢ ¬¨ ­ã¦­ë ª â¥£®à¨¨

á ®¯¥à æ¨ï¬¨, ª®â®àë¥ ¯®§¢®«ïîâ ¯® ®¤­¨¬ ®¡« áâï¬ ¨ ¬®àä¨§¬ ¬ áâà®-

¨âì ¤àã£¨¥ ®¡« áâ¨ ¨ ¬®àä¨§¬ë. �¥ª®â®àë¥ ®¯¥à æ¨¨ â ª®£® â¨¯  ¡ë«¨

ã¦¥ ¢¢¥¤¥­ë | íâ® (), (), ª®â®-

àë¥ ª ¦¤®¬ã ¬®àä¨§¬ã á®¯®áâ ¢«ïîâ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ®¡« áâ¨, ®¯¥à æ¨ï

id(), ª®â®à ï ª ¦¤®© ®¡« áâ¨ á®¯®áâ ¢«ï¥â â®¦¤¥áâ¢¥­­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥.

�á«¨ (f1) = (f2), â® ®¯à¥¤¥«¥­ 

®¯¥à æ¨ï (f1; f2), ª®â®à ï á®¯®áâ ¢«ï¥â ¯ à¥ ¬®àä¨§¬®¢ f1; f2
¬®àä¨§¬ f2�f1. �àã£¨¥ ¯à¨¬¥àë ®¯¥à æ¨© | íâ® ¢ë¤¥«¥­­ë¥ ®¡« áâ¨ I, ;,

®¯¥à æ¨¨ I(), ;(), ª®â®àë¥ ®¡« áâ¨ T á®¯®áâ ¢«ïîâ ¬®àä¨§¬ë I(T ), ;(T ).

�«ï ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï á«®¦­ëå ¯®­ïâ¨© ¯¥à¥ç¨á«¥­­ëå ¢ëè¥ ®¯¥à æ¨© ­¥-

¤®áâ â®ç­®. �ã¦­ë â ª¦¥ ®¯¥à æ¨¨ â¨¯  ¤¥ª àâ®¢  ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï ®¡« -

áâ¥©, áã¬¬ë ®¡« áâ¥©, ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ®¡« áâ¥©, ä ªâ®à ®¡« áâ¥© ¨ â.¤. �à¨

íâ®¬ á«¥¤ã¥â ãç¥áâì, çâ® ®¡« áâì, ª ª ¯®ª § ­® ¡ë«® ¢ëè¥, ­¥ ®¯à¥¤¥«ï-

¥âáï á¢®¨¬¨ í«¥¬¥­â ¬¨, ¯®íâ®¬ã â¥®à¥â¨ª® ¬­®¦¥áâ¢¥­­ë¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï

íâ¨å ®¯¥à æ¨© ­¥ ¯®¤å®¤ïâ.

� â¥¬ â¨ª¨ ¤ ¢­® ¨áª «¨ ª®­áâàãªæ¨¨, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ â¥®à¥â¨ª®

¬­®¦¥áâ¢¥­­ë¬ ®¯¥à æ¨ï¬, ­® ­¥ ¨á¯®«ì§ãîé¨¥ í«¥¬¥­âë ®¡« áâ¥©. � ª ï

à ¡®â  ¡ë«  ¯à®¤¥« ­  ¢ â¥®à¨¨ ª â¥£®à¨©. �®ç­ë¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï â ª¨å

ª®­áâàãªæ¨© ¬®¦­® ­ ©â¨ ¢ [16].

�«ï ¯à¨¬¥à  à áá¬®âà¨¬ ®¯¥à æ¨î ¤¥ª àâ®¢  ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï. �¥ª à-

â®¢® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ T1 � T2 ¤¢ãå ¬­®¦¥áâ¢ T1, T2 ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¢ â¥®à¨¨

¬­®¦¥áâ¢ ä®à¬ã«®©: T1 � T2 = f(t1; t2) : t1 2 T1; t2 2 T2g. � ª ª ®¯à¥¤¥-
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«¨âì ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ®¡« áâ¥© T1; T2, ¥á«¨ ­¥ ¢á¥ í«¥¬¥­âë ®¡« áâ¥© ¨§¢¥áâ-

­ë? �¬¥¥âáï á«¥¤ãîé¨© ¢ à¨ ­â ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¤¥ª àâ®¢  ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï ¢

â¥®à¨¨ ª â¥£®à¨©.

�ãáâì T1; T2 | ®¡ê¥ªâë ª â¥£®à¨¨ C. �¥ª àâ®¢® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ T1 � T2

| íâ® ®¡ê¥ªâ ¢¬¥áâ¥ á ¬®àä¨§¬ ¬¨ (¯à®¥ªæ¨ï¬¨) pr1 : T1 � T2 ! T1 ¨

pr2 : T1�T2 ! T2, ®¡« ¤ îé¨¥ á«¥¤ãîé¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨: ¤«ï «î¡®© ¯ àë

¬®àä¨§¬®¢ f1 : T ! T1, f2 : T ! T2 ¥áâì ¬®àä¨§¬ (f1; f2) : T ! T1 � T2,

ª®¬¯®§¨æ¨ï ª®â®à®£® á ¯à®¥ªæ¨ï¬¨ ¤ ¥â à ¢¥­áâ¢  pr1 � (f1; f2) = f1 ¨

pr2 � (f1; f2) = f2, ¨, ­ ®¡®à®â, «î¡®© ¬®àä¨§¬ ¢¨¤  f : T ! T1 � T2

¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥ f = (pr1 � f; pr2 � f).

� íâ®¬ ®¯à¥¤¥«¥­¨¨ ¤¥ª àâ®¢® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ®¡ê¥ªâ®¢ § ¤ ¥âáï ­ -

¡®à®¬ ®¯¥à æ¨©: ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ®¡ê¥ªâ®¢ T1 � T2, ¯à®¥ªæ¨¨ pr1(T1; T2),

pr2(T1; T2), ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¬®àä¨§¬®¢ (f1; f2), ª®â®àë¥ ¯® ®¡« áâï¬ T1; T2

¨ ¬®àä¨§¬ ¬ f1; f2 áâà®ïâ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ®¡ê¥ªâ ¨ ¬®àä¨§¬ë. �à®¬¥

â®£®, § ¤ îâáï ®¯à¥¤¥«ïîé¨¥ á®®â­®è¥­¨ï ¬¥¦¤ã íâ¨¬¨ ®¯¥à æ¨ï¬¨.

�å®¤­ë¬ á¯®á®¡®¬ ¬®£ãâ ¡ëâì ®¯à¥¤¥«¥­ë  ­ «®£¨ ¬­®£¨å ¤àã£¨å â¥-

®à¥â¨ª® ¬­®¦¥áâ¢¥­­ëå ª®­áâàãªæ¨©. � â¥®à¨¨ ª â¥£®à¨© (á¬., ­ ¯à¨-

¬¥à [16]) ®¯à¥¤¥«¥­ ­¥ª®â®àë© ­ ¡®à ª â¥£®à­ëå ®¯¥à æ¨©, ¬®¤¥«¨àãî-

é¨å ¯®«­ë© ­ ¡®à ®¡ëç­ëå â¥®à¥â¨ª® ¬­®¦¥áâ¢¥­­ëå ®¯¥à æ¨©. � â¥¬ -

â¨ç¥áª¨© ®¡ê¥ªâ á íâ®© á¨áâ¥¬®© ®¯¥à æ¨© ­ §ë¢ ¥âáï ¢ â¥®à¨¨ ª â¥£®à¨©

â®¯®á®¬.

� ª â¥£®à­®¬ ¯®¤å®¤¥ ª ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨î ¯®­ïâ¨©, ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á®

áâ ­¤ àâ­®© ª â¥£®à­®© ¨¤¥®«®£¨¥©, ®¡« áâ¨ ¯à¥¤áâ ¢«ïîâáï ®¡ê¥ªâ ¬¨,

®â®¡à ¦¥­¨ï | ¬®àä¨§¬ ¬¨, ®â­®è¥­¨ï | ¯®¤®¡ê¥ªâ ¬¨,   ¯à¥¤¨ª âë |

¬®àä¨§¬ ¬¨ ¢ ¢ë¤¥«¥­­ë© ®¡ê¥ªâ 
, ª®â®àë© ­ §ë¢ ¥âáï ª« áá¨ä¨ª â®-

à®¬ ¯®¤®¡¥ªâ®¢. �¡ê¥ªâ 
 ¨¬¥¥â ¤¢  ¢ë¤¥«¥­­ëå í«¥¬¥­â  true : I ! 


¨ false : I ! 
. �¢®¥ ­ §¢ ­¨¥ ®¡ê¥ªâ 
 ¯®«ãç¨« ¢ á¢ï§¨ á âà¥¡®¢ ­¨¥¬,

çâ®¡ë ¤«ï «î¡®£® ¯®¤®¡ê¥ªâ  A � B áãé¥áâ¢®¢ « ¥¤¨­áâ¢¥­­ë© "å à ª-

â¥à¨áâ¨ç¥áª¨©" ¬®àä¨§¬ �(A) : B ! 
, ®¡« áâì ¨áâ¨­­®áâ¨ ª®â®à®£®, â®

¥áâì ¯à¥¤¥« ¤¨ £à ¬¬ë

B

# �(A)

I
true

! 


á®¢¯ ¤ ¥â á ¯®¤®¡ê¥ªâ®¬ A.

� ®¡é¥¬ á«ãç ¥, ®¡ê¥ªâ 
 ¬®¦¥â ¨¬¥âì ¤àã£¨¥ í«¥¬¥­âë I ! 
,
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®â«¨ç­ë¥ ®â true ¨ false, â® ¥áâì ¤àã£¨¥ §­ ç¥­¨ï ¨áâ¨­­®áâ¨, á¢ï§ ­­ë¥

á ­¥¯®«­®â®© ¯à¥¤áâ ¢«¥­­®© ¨­ä®à¬ æ¨¨ ¢ ¤ ­­®© ª â¥£®à¨¨. � á¢ï§¨ á

íâ¨¬ ®¡ê¥ªâ 
 ¡ã¤¥â â ª¦¥ ­ §ë¢ âìáï ®¡« áâìî ¨áâ¨­.

2.3 �®­¥ç­ë¥ § ¤ ­¨ï ª â¥£®à¨© ¨ ª®­¥ç­ë¥  ¯-

¯à®ªá¨¬ æ¨¨ ª â¥£®à¨©

�  «£¥¡à ¨ç¥áª®¬ â®¯®á¥ ¤«ï ª ¦¤®©  ªá¨®¬ë í«¥¬¥­â à­®£® â®¯®á  ¢¬¥-

áâ® âà¥¡®¢ ­¨ï áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï ®¡ê¥ªâ  ¨«¨ ¬®àä¨§¬  á âà¥¡ã¥¬ë¬¨ á¢®©-

áâ¢ ¬¨ ¯®« £ ¥âáï, çâ® íâ®â ®¡ê¥ªâ ¨«¨ ¬®àä¨§¬ áâà®¨âáï á®®â¢¥âáâ¢ãî-

é¥© ®¯¥à æ¨¥©. �«£¥¡à ¨ç¥áª¨¥ â®¯®áë á®¯®áâ ¢«ï¥¬ë¥ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥¬®¬ã

¯®­ïâ¨î § ¤ îâáï ª®­¥ç­ë¬ ¬­®¦¥áâ¢®¬ ®¡à §ãîé¨å ¨ ®¯à¥¤¥«ïîé¨å á®-

®â­®è¥­¨©. �ãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ â ª¨å â®¯®á®¢ á«¥¤ã¥â ¨§ á«¥¤ãîé¥£® ãâ¢¥à-

¦¤¥­¨ï.

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 2.1. �ªá¨®¬ â¨ª   «£¥¡à ¨ç¥áª®£® â®¯®á 

¬®¦¥â ¡ëâì § ¤ ­  å®à­®¢áª¨¬¨ ä®à¬ã« ¬¨ ¢¨¤  P1 ^ ::: ^ Pn ! P ,

£¤¥ Pi | í«¥¬¥­â à­ë¥ ä®à¬ã«ë, ¢ëà ¦ îé¨¥ «¨¡® à ¢¥­áâ¢® ®¡ê¥ªâ®¢,

«¨¡® à ¢¥­áâ¢® ¬®àä¨§¬®¢,   P | â ª¦¥ «¨¡® à ¢¥­áâ¢®, «¨¡® ãá«®¢¨¥

¯à¨¬¥­¨¬®áâ¨ ®¤­®© ¨§ ®¯¥à æ¨©  «£¥¡à ¨ç¥áª®£® â®¯®á .

�®ª § â¥«ìáâ¢® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï ­®á¨â â¥å­¨ç¥áª¨© å à ªâ¥à ¨ §¤¥áì ­¥

¯à¨¢®¤¨âáï. �­® á®áâ®¨â ¢ ¢¢®¤¥ ®¯¥à æ¨© ­ ¤ ®¡ê¥ªâ ¬¨ ¨ ¬®àä¨§¬ ¬¨,

âà¥¡ã¥¬ëå ¢ ®¯à¥¤¥«¥­¨¨ â®¯®á  ¨ ¯à®¢¥àª¥ â®£®, çâ® ¢á¥ ãá«®¢¨ï ­ ª« -

¤ë¢ ¥¬ë¥ ¢  ªá¨®¬ â¨ª¥ â®¯®á  ­  á®®â­®è¥­¨ï ¬¥¦¤ã íâ¨¬¨ ®¯¥à æ¨ï¬¨,

¨ ãá«®¢¨ï ¨å ¯à¨¬¥­¨¬®áâ¨ ¨¬¥îâ å®à­®¢áª¨© ¢¨¤.

� ª ¨§¢¥áâ­® (á¬., ­ ¯à¨¬¥à, [54]), áà¥¤¨ ¬®¤¥«¥© â¥®à¨¨ á  ªá¨®¬ ¬¨,

§ ¤ ­­ë¬¨ ¢ ¢¨¤¥ å®à­®¢áª¨å ä®à¬ã«, ¢á¥£¤  ­ ©¤¥âáï ­ ¨¬¥­ìè ï (¨­¨-

æ¨ «ì­ ï) ¬®¤¥«ì, ª®â®à ï ¬®¦¥â ¡ëâì ¨­¤ãªâ¨¢­® ¯®áâà®¥­  ª ª ä ªâ®à

¬­®¦¥áâ¢® ¯à ¢¨«ì­® ¯®áâà®¥­­ëå â¥à¬®¢ ¨§ ¨¬¥­ ®¯¥à æ¨© ¯® ¨­¤ãªâ¨¢-

­® ¯®áâà®¥­­®¬ã ®â­®è¥­¨î íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ ­  â¥à¬ å. �â  ª®­áâàãªæ¨ï

¯®§¢®«ï¥â § ¤ ¢ âì  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¥ â®¯®áë, á®¯®áâ ¢«ï¥¬ë¥ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥-

¬ë¬ ¯®­ïâ¨ï¬, ª®­¥ç­ë¬ ¬­®¦¥áâ¢®¬ ®¡à §ãîé¨å | ¨¬¥­ ¬¨ ®¡« áâ¥©,

®â®¡à ¦¥­¨© ¨ ®â­®è¥­¨© | ¨ ª®­¥ç­ë¬ ­ ¡®à®¬ á®®â­®è¥­¨© ¢ ¢¨¤¥ å®à-

­®¢áª¨å ä®à¬ã« ®â­®á¨â¥«ì­® à ¢¥­áâ¢ .

�¤­ ª® âà¥¡®¢ ­¨¥ ¬ è¨­­®© à¥ «¨§ æ¨¨ íâ¨å ª â¥£®à¨© ¯à¥¤êï¢«ï¥â

¡®«¥¥ á¨«ì­ë¥ âà¥¡®¢ ­¨ï ª ª®­¥ç­®áâ¨ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï, â®ç­® â ª¨¥ ¦¥, ª ª

ª ¬ è¨­­®© à¥ «¨§ æ¨¨ æ¥«ëå ç¨á¥«: ¢®§¬®¦­® ª®­¥ç­®¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¬­®-
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¦¥áâ¢  æ¥«ëå ç¨á¥«, ­® ¢ ¬ è¨­¥ æ¥«ë¥ ç¨á«  ¯à¥¤áâ ¢«ïîâáï ¢ ¢¨¤¥ ¬ -

è¨­­ëå æ¥«ëå ç¨á¥«, ª®â®àë¥ ®¡à §ãîâ ª®­¥ç­®¥ ¬­®¦¥áâ¢®. �­ «®£¨ç­®

¢®§­¨ª ¥â § ¤ ç  ® ª®­¥ç­®©  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ ª â¥£®à¨©, â.¥. ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï

ª â¥£®à¨© ¢ ¢¨¤¥ ª®­¥ç­ëå ¬­®¦¥áâ¢ á ­¥ª®â®à®© â®ç­®áâìî.

�à¨¬¥à ¬¨ ª®­¥ç­ëå  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨© ª®­¥ç­® § ¤ ­­ëå ª â¥£®à¨© ï¢«ï-

îâáï ª®­¥ç­ë¥ ¬­®¦¥áâ¢  â¥à¬®¢ íâ®© ª â¥£®à¨¨ ¨ ª®­¥ç­ë¥ ¯®¤®â­®è¥­¨ï

íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨, ¯®«ãç¥­­ë¥ ­  ª ª®¬-«¨¡® ª®­¥ç­®¬ è £¥ ¨­¤ãªâ¨¢­®£®

¯®áâà®¥­¨ï ª â¥£®à¨¨. �¯¯à®ªá¨¬ æ¨ï áç¨â ¥âáï ¡®«¥¥ â®ç­®©, ¥á«¨ ®­ 

¯®«ãç¥­  ­  ¡®«¥¥ ¯®§¤­¥¬ è £¥ ¨­¤ãªâ¨¢­®£® ¯®áâà®¥­¨ï ª â¥£®à¨¨.

� ¬¥â¨¬, çâ® ª â¥£®à¨ï, á®¯®áâ ¢«ï¥¬ ï ¯à¥¤áâ ¢«ï¥¬®¬ã ¯®­ïâ¨î,

ï¢«ï¥âáï ¨¤¥ «ì­ë¬ (ª ª ¯à ¢¨«®, ¡¥áª®­¥ç­ë¬ ¨ á  «£®à¨â¬¨ç¥áª¨ ­¥-

à §à¥è¨¬®© ¯à®¡«¥¬®© à ¢¥­áâ¢ ) ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨¬ ®¡ê¥ªâ®¬, ®âà ¦ î-

é¨¬ ¯®«­®¥ §­ ­¨¥ ® ¯®­ïâ¨¨,   ª®­¥ç­ ï  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨ï íâ®© ª â¥£®à¨¨

®âà ¦ ¥â §­ ­¨ï ¯®«ãç¥­­ë¥ ® ¯à¥¤áâ ¢«ï¥¬®¬ ¯®­ïâ¨¨ ¨ ¤®áâã¯­ë¥ ¯®«ì-

§®¢ â¥«î. �à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® "å®à®è¨¥"  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ á®¤¥à¦ â ¢á¥,

çâ® ®¡ëç­® ¨á¯®«ì§ã¥âáï ¯à¨ ®¡à é¥­¨¨ ª  ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥¬®¬ã ¯®­ïâ¨î.

� ¤àã£®© áâ®à®­ë, ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® ¢ "å®à®è¨å" á¨áâ¥¬ å ¨¬¥îâáï

¢®§¬®¦­®áâ¨ à áè¨à¥­¨ï  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨, ¥á«¨ ¢ íâ®¬ ¢®§­¨ª­¥â ­¥®¡å®¤¨-

¬®áâì, ¯® å®¤ã ¨á¯®«ì§®¢ ­¨ï ¯®­ïâ¨ï  ¢â®¬ â¨ç¥áª¨ ¨«¨ á ¬¨¬ ¯®«ì§®¢ -

â¥«¥¬, ¨áå®¤ï ¨§ §­ ­¨© ¯à¨ª« ¤­®© ®¡« áâ¨. �  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨ïå ¤®«¦­ë

¡ëâì ®âà ¦¥­ë ã¦¥ ¨§¢¥áâ­ë¥ ¯®«¥§­ë¥ §­ ­¨ï, ª®â®àë¥ ¬®£ãâ ¡ëâì ¢¢¥¤¥-

­ë ¢ á¨áâ¥¬ã ¢ ¢¨¤¥ â¥®à¥¬ ¨ ¨å ¤®ª § â¥«ìáâ¢, «¨¡® ¯à¥¤áâ ¢«¥­ë ¢ ¢¨¤¥

¯à ¢¨« ¯¥à¥¯¨áë¢ ­¨ï â¥à¬®¢.

�á®¡ ï à®«ì ¨¬¥¥â ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ ¤«ï à á¯®§­ ¢ ­¨ï

íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ â¥à¬®¢. � ª ª ª ª â¥£®à¨ï C ï¢«ï¥âáï ä ªâ®à ¬­®¦¥áâ¢®¬

â¥à¬®¢ ¯® ­¥ª®â®à®¬ã ®â­®è¥­¨î íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨, â® ¢®§­¨ª ¥â § ¤ ç 

® ª ­®­¨ç¥áª®¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¨ ®¡« áâ¥© ¨ ¬®àä¨§¬®¢ ª â¥£®à¨¨ C áà¥¤¨

íª¢¨¢ «¥­â­ëå â¥à¬®¢.

�®ïá­¨¬ íâã § ¤ çã ­  ¯à¨¬¥à¥. �á«¨ ¢ ª â¥£®à¨¨ C ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï

â¨¯ ¤ ­­ëå æ¥«ë¥ ç¨á« , â® ¢ ¬­®¦¥áâ¢¥ ¯à ¢¨«ì­® ¯®áâà®¥­­ëå ¢ëà ¦¥-

­¨© ¨¬¥îâáï á«¥¤ãîé¨¥ íª¢¨¢ «¥­â­ë¥ ¢ëà ¦¥­¨ï: 2�10+4; (8+4)�2; 3�8.

�¤­ ª®, ª®£¤  ¬ë á¯à è¨¢ ¥¬, ç¥¬ã à ¢­® (8 + 4) � 2, â® ¢ ®â¢¥â å®â¨¬

¯®«ãç¨âì ®¤¨­ ¢ë¤¥«¥­­ë© í«¥¬¥­â ¢ ª« áá¥ íª¢¨¢ «¥­â­ëå ¢ëà ¦¥­¨©,

á®¤¥à¦ é¨å ¢ëà ¦¥­¨¥ (8+4) � 2. �ëç¨á«¨âì  à¨ä¬¥â¨ç¥áª®¥ ¢ëà ¦¥­¨¥

(8 + 4) � 2, íâ® §­ ç¨â ¢ë¤ âì ¡®«¥¥ ¯à®áâ®¥ (¢ ª ª®¬-â® á¬ëá«¥) ¨«¨ ª -

­®­¨ç¥áª®¥ ¢ëà ¦¥­¨¥, à ¢­®¥ ¤ ­­®¬ã. �á«¨ ª ­®­¨ç¥áª®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥

 à¨ä¬¥â¨ç¥áª¨å ¢ëà ¦¥­¨© ¥áâì ¨å ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ ¢ ¤¥áïâ¨ç­®¬ ¨áç¨á«¥-
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­¨¨, â® ¢ à¥§ã«ìâ â¥ ¬ë ®¦¨¤ ¥¬ ¯®«ãç¨âì 2 � 10 + 4. �á«¨ á¨áâ¥¬  ¨á-

ç¨á«¥­¨ï ¤àã£ ï, ­ ¯à¨¬¥à ¢®áì¬¥à¨ç­ ï â® à¥§ã«ìâ â ¡ã¤¥â 3 � 8. � ª¨¬

®¡à §®¬, ¯®­ïâ¨¥ ¢ëç¨á«¥­¨ï â¥à¬®¢ â¥á­® á¢ï§ ­® á ¯®­ïâ¨¥¬ ª ­®­¨ç¥-

áª®© á¨áâ¥¬ë â¥à¬®¢.

�ë¤¥«¥­­ë© í«¥¬¥­â ¢ ª« áá¥ íª¢¨¢ «¥­â­ëå (á¨­®­¨¬¨ç­ëå) â¥à¬®¢

¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ¤¥áªà¨¯â®à®¬ ¨«¨ ª ­®­¨ç¥áª¨¬ â¥à¬®¬ íâ®£® ª« áá . �

â¥®à¨¨ ¢ëç¨á«¥­¨ï ¢  ¡áâà ªâ­ëå â¨¯ å ¤ ­­ëå ¥£® ¯à¨­ïâ® ­ §ë¢ âì

ª ­®­¨ç¥áª¨¬ [46, 27].

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ 2.1. �­®¦¥áâ¢® â¥à¬®¢ C � Term�(;) ­ §ë¢ ¥âáï

ª ­®­¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬®© â¥à¬®¢  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå

A =< Name;�; E >, ¥á«¨ ¢ë¯®«­¥­ë á«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï:

¤«ï ¢áïª®£® t 2 Term�(;) áãé¥áâ¢ã¥â c 2 C â ª®©, çâ® t �=E c;

¤«ï «î¡ëå c1; c2 2 C ¨§ á®®â­®è¥­¨ï c1
�=E c2 á«¥¤ã¥â, çâ® â¥à¬ë c1 ¨

c2 á®¢¯ ¤ îâ.

� ¥ ® à ¥ ¬   2.2. �á«¨ C | ª ­®­¨ç¥áª ï á¨áâ¥¬  â¥à¬®¢, â®

®â®¡à ¦¥­¨¥, á®¯®áâ ¢«ïîé¥¥ í«¥¬¥­âã c 2 C ¥£® ª« áá íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨

[c] 2 I(A), ï¢«ï¥âáï ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­ë¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥¬.

�®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë ®ç¥¢¨¤­®.

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ 2.2. �ëç¨á«¥­¨¥¬ §­ ç¥­¨© â¥à¬®¢ ¢ I(A)

¯à¨ ¢ë¡à ­­®© ª ­®­¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬¥ â¥à¬®¢ C ­ §ë¢ ¥âáï äã­ªæ¨ï calc :

Term�(;)! C, á®¯®áâ ¢«ïîé ï t 2 Term�(;) í«¥¬¥­â calc(t) 2 C â ª®©,

çâ® t �=E calc(t).

� ª ª ª ¢ëç¨á«¥­¨¥ â¥à¬®¢ ¤®«¦­® ¯à®¢®¤¨âìáï ­  ¬ è¨­¥, â® å®â¥«®áì

¡ë ¨¬¥âì  «£®à¨â¬ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï §­ ç¥­¨© äã­ªæ¨¨ calc. �¤­ ª® ¤®ª § ­®,

çâ® ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ â ª®£®  «£®à¨â¬  ­¥ áãé¥áâ¢ã¥â. �¬¥îâáï ¯à¨¬¥àë

 «£¥¡à, § ¤ ­­ëå ª®­¥ç­®© á¨£­ âãà®© ¨ ª®­¥ç­ë¬ ¬­®¦¥áâ¢®¬ ®¯à¥¤¥«ï-

îé¨å á®®â­®è¥­¨©, ¤«ï ª®â®àëå ¯à®¡«¥¬  à ¢¥­áâ¢  ¤¢ãå â¥à¬®¢  «£®-

à¨â¬¨ç¥áª¨ ­¥à §à¥è¨¬ . �®íâ®¬ã ¬®¦­® ­ ¤¥ïâìáï ¢ ¯®«ãç¥­¨¨ ¥¤¨­®©

â¥å­¨ª¨ ¢ëç¨á«¥­¨© «¨èì ¤«ï á«ãç ¥¢, ª®£¤  íâ® ¢®§¬®¦­®, «¨¡® ¬®¦­®

¯®«ãç¨âì «¨èì ç áâ¨ç­®¥ ¢ëç¨á«¥­¨¥, ª®£¤  á¨áâ¥¬  â¥à¬®¢ ãâ®ç­ï¥â-

áï ¢ ¯à®æ¥áá¥ ¯®¯®«­¥­¨ï §­ ­¨© ®¡ ¨§¢¥áâ­ëå á®®â­®è¥­¨ïå ¢ ¬­®¦¥áâ¢¥

â¥à¬®¢.

�®íâ®¬ã ¢ë¤¥«¥­¨¥ ¤¥áªà¨¯â®à®¢ ¢  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ ª â¥£®à¨¨ ¯à®¨§¢®-

¤¨âáï «¨¡® ¯®«ì§®¢ â¥«¥¬ á¨áâ¥¬ë ª ª ¯à¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨¨ ¯®­ïâ¨ï, â ª ¨ ¢

¤¨ «®£¥ á á¨áâ¥¬®© ¢® ¢à¥¬ï ¯®«ãç¥­¨ï ®â¢¥â®¢ ­  § ¯à®áë, «¨¡®  ¢â®-

¬ â¨ç¥áª¨ ¢ ¯à®æ¥áá¥ ¯®áâà®¥­¨ï ª®­¥ç­®©  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨. � ¯®á«¥¤­¥¬

á«ãç ¥ ¢ë¤¥«¥­¨¥ ¤¥áªà¨¯â®à®¢ ¬®¦¥â ¯à®¨áå®¤¨âì, ­ ¯à¨¬¥à, ¯® á«¥¤ã-
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îé¥¬ã ¯à ¢¨«ã: â¥à¬ ï¢«ï¥âáï ¤¥áªà¨¯â®à®¬ ¢ ¤ ­­®©  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ ª -

â¥£®à¨¨, ¥á«¨ ¢á¥ ®áâ «ì­ë¥ íª¢¨¢ «¥­â­ë¥ ¥¬ã ¢  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ â¥à¬ë

¯®«ãç¥­ë ­  ¡®«¥¥ ¯®§¤­¨å è £ å ¨­¤ãªâ¨¢­®£® ¯®áâà®¥­¨ï ª â¥£®à¨¨.

�à¥¤¨ á¯®á®¡®¢ ¢ëç¨á«¥­¨ï â¥à¬®¢ ¢ë¤¥«ïîâ ¤¢  á¯®á®¡ : ¢ëç¨á«¥­¨¥

á­¨§ã ¯® è £ ¬ ¢ â®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨, ª ª íâ® ãª § ­® ¢ â¥à¬¥, ¨

¯¥à¥¯¨áë¢ ­¨¥ â¥à¬®¢ | ã¯à®é¥­¨¥ ¨å ¤® ª ­®­¨ç¥áª®£® ¢¨¤ .

� ¯¥à¢®¬ á¯®á®¡¥ ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® äã­ªæ¨ï calc() ã¦¥ ®¯à¥¤¥«¥­ 

­  â¥à¬ å ¢¨¤  F (), £¤¥ F| ¨¬ï ­ã«ì à­®© ®¯¥à æ¨¨, ¨ â¥à¬ å ¢¨¤ 

F (c1; :::; cn), £¤¥ F| ¨¬ï n- à­®© ®¯¥à æ¨¨ ¨ c1; :::; cn 2 C. �«ï ª®­¥ç­®£®

äà £¬¥­â   «£¥¡àë ¨«¨ ª â¥£®à¨¨ íâ  äã­ªæ¨ï ¬®¦¥â ¡ëâì ¯à¥¤áâ ¢«¥­  ¢

­¥ª®â®à®© ¡ §¥ ¤ ­­ëå. �®£¤  ­  ¯à®¨§¢®«ì­®¬ â¥à¬¥ ¢¨¤  F (t1; :::; tn), £¤¥

t1; :::; tn 2 Term�(;), äã­ªæ¨ï calc ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á«¥¤ãîé¨¬ ¨­¤ãªâ¨¢­ë¬

¯à ¢¨«®¬:

calc(F (t1; :::; tn)) = F (calc(t1); :::; calc(tn)):

�¬¥­­® íâ¨¬ á¯®á®¡®¬ ®¡ëç­® ¢ëç¨á«ïîâáï §­ ç¥­¨ï  à¨ä¬¥â¨ç¥áª¨å

¢ëà ¦¥­¨©.

�¡ê¥¬ë ¤ ­­ëå, ­¥®¡å®¤¨¬ë¥ ¤«ï åà ­¥­¨ï  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ ª â¥£®à¨¨

¢ â ª®¬ ¢¨¤¥, ¬®£ãâ ¡ëâì ®ç¥­ì ¢¥«¨ª¨, ¯®íâ®¬ã ¢®§­¨ª ¥â ¯à®¡«¥¬ 

åà ­¥­¨ï  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ ¢ ¯ ¬ïâ¨ ���. �à¥¤áâ ¢«ï¥âáï, çâ® íâ® åà ­¥­¨¥

¤®«¦­® ¡ëâì ®à£ ­¨§®¢ ­® áà¥¤áâ¢ ¬¨ ¡ § ¤ ­­ëå.

�á«¨ â ª®© á¨áâ¥¬¥ ¯à¥¤êï¢«ï¥âáï â¥à¬ ª â¥£®à¨¨ C, â®, ¯®á«¥¤®¢ -

â¥«ì­® ¯à¨¬¥­ïï ®¯¥à æ¨¨ ª â¥£®à¨¨ ¢ ¯®àï¤ª¥, ãª § ­­®¬ â¥à¬®¬, á¨áâ¥-

¬ , ¨á¯®«ì§ãï â ¡«¨æë à¥§ã«ìâ â®¢ ®¯¥à æ¨©, ­ ©¤¥â ¤¥áªà¨¯â®à, á®®â-

¢¥âáâ¢ãîé¨© â¥à¬ã, ¥á«¨ ®­ ¢å®¤¨â ¢ ¤ ­­ãî  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨î ª â¥£®à¨¨.

�«ï ¯à®¢¥àª¨ à ¢¥­áâ¢  ¤¢ãå â¥à¬®¢ á¨áâ¥¬  ¢ëç¨á«ï¥â ¤¥áªà¨¯â®àë íâ¨å

â¥à¬®¢ ¢ ¤ ­­®©  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨. �á«¨ ¤¥áªà¨¯â®àë á®¢¯ ¤ îâ, â® â¥à¬ë

íª¢¨¢ «¥­â­ë. � ¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥ ¢ ¤ ­­®©  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ ®­¨ ­¥ íª¢¨-

¢ «¥­â­ë.

�àã£®© á¯®á®¡ ¢ëç¨á«¥­¨ï â¥à¬®¢ ®á­®¢ë¢ ¥âáï ­  ¯®­ïâ¨ïå ¯®¤áâ -

­®¢ª¨ â¥à¬®¢ ¢ â¥à¬, ¯®¤â¥à¬  ¨ á¨áâ¥¬ë ¯à ¢¨« ¯¥à¥¯¨áë¢ ­¨ï â¥à¬®¢.

� [25] ¤ ­ ®¡§®à â¥®à¨¨ á¨áâ¥¬ ¯¥à¥¯¨áë¢ ­¨ï â¥à¬®¢. �â  â¥®à¨ï ¡ë« 

ãá¯¥è­® ¯à¨¬¥­¥­  ¢ á¨áâ¥¬¥ AFFIRM [27] ¤«ï ¢ëç¨á«¥­¨© ¢ ¨­¨æ¨ «ì­ëå

¬®¤¥«ïå  ¡áâà ªâ­ëå â¨¯®¢ ¤ ­­ëå.

� ª®­ªà¥â­ëå à¥ «¨§ æ¨ïå á¨áâ¥¬ ¨á¯®«ì§ãîé¨å ¤ ­­ë© ¯®¤å®¤, ¢®§-

¬®¦­ë à §«¨ç¨ï ¢ ¢ë¡®à¥ â®£®, ª ª ï ç áâì  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­®

åà ­¨âáï ¢ â®¬ ¨«¨ ¨­®¬ ¢¨¤¥,   ª ª ï ç áâì ¢ëç¨á«ï¥âáï á ¯®¬®éìî ¯à -
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¢¨« ¯¥à¥¯¨áë¢ ­¨ï. �â® á¢ï§ ­® á íää¥ªâ¨¢­®áâìî á¨áâ¥¬ë ¨ á ª®­áâàãª-

â®àáª¨¬¨ á®®¡à ¦¥­¨ï¬¨ ¨ §­ ­¨ï¬¨ ¢ ¯à¥¤¬¥â­®© ®¡« áâ¨ ® ¯à¥¤áâ ¢«ï¥-

¬®¬ ¯®­ïâ¨¨. � «î¡®¬ á«ãç ¥, ­  § ¯à®áë ¯®«ì§®¢ â¥«¥© á¨áâ¥¬  ¤®«¦­ 

¢ë¤ ¢ âì ®â¢¥âë ¢ ¢¨¤¥ ¢ëà ¦¥­¨© ¨§ ¤¥áªà¨¯â®à®¢.

�¥¯¥àì ­¥áª®«ìª® á«®¢ ® § ¯à®á å ª  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ ª â¥£®à¨¨ ¨ ¯®áâà®-

¥­¨¨ ®â¢¥â®¢. � áá¬®âà¨¬ ¤«ï ¯à¨¬¥à  á«¥¤ãîé¨¥ § ¯à®áë: "�¥¬ã à ¢­®

A?","� ¢­ë A ¨ B?", "� ª¨¥ í«¥¬¥­âë ®¡« áâ¨ D ¨§¢¥áâ­ë á¨áâ¥¬¥?". �

íâ¨å § ¯à®á å A;B | â¥à¬ë, § ¤ îé¨¥ ®¡« áâì ¨«¨ ¬®àä¨§¬ ª â¥£®à¨¨

C,   D | â¥à¬, § ¤ îé¨© ®¡« áâì ¢ C.

�â¢¥â®¬ ­  ¯¥à¢ë© ¢®¯à®á ï¢«ï¥âáï ¤¥áªà¨¯â®à â¥à¬  A ¢ ¤ ­­®©

 ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨. �á«¨ A ­¥ ¢å®¤¨â ¢  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨î, â® á¨áâ¥¬  ­ ©¤¥â

¯¥à¢®¥ ­¥¨§¢¥áâ­®¥ ¥© ¯à¨¬¥­¥­¨¥ ®¯¥à æ¨¨ ¢ â¥à¬¥ A ¨ ¢ë¤ áâ ¢ ®â¢¥â

á®®¡é¥­¨¥, çâ® §­ ç¥­¨¥ â¥à¬  A ­¥¨§¢¥áâ­®, â ª ª ª ­¥¨§¢¥áâ­® §­ ç¥­¨¥

â ª®©-â® ®¯¥à æ¨¨ ­  â ª¨å-â® ¤¥áªà¨¯â®à å.

�â®à®© ¢®¯à®á à á¯ ¤ ¥âáï ¤«ï á¨áâ¥¬ë ­  á«¥¤ãîé¨¥ ¢®¯à®áë: "�¥¬ã

à ¢­® A?", "�¥¬ã à ¢­® ?", "�®¢¯ ¤ îâ ¤¥áªà¨¯â®à A ¨ ¤¥áªà¨¯â®à B".

� ®â¢¥â ­  âà¥â¨© ¢®¯à®á, ¥á«¨ ¤¥áªà¨¯â®à D ï¢«ï¥âáï ¤¥áªà¨¯â®à®¬

®¡« áâ¨, ¢ë¤ ¥âáï ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¤¥áªà¨¯â®à®¢ ¯®¤®¡« áâ¥© ®¡« áâ¨ D,

¨§®¬®àä­ëå �����.

�ç¨âë¢ ï ¢ëà §¨â¥«ì­ë¥ ¢®§¬®¦­®áâ¨ ®¯¥à æ¨© à áá¬ âà¨¢ ¥¬ëå ª -

â¥£®à¨©, ã¦¥ íâ¨ â¨¯ë § ¯à®á®¢ ¯®§¢®«ïîâ ¯®áâà®¨âì ¡®«ìè®¥ à §­®®¡à -

§¨¥ § ¯à®á®¢ ª á¨áâ¥¬¥. � ¯à®á â¨¯  "�¥¬ã à ¢­® A?" ¯®§¢®«ï¥â, ­ ¯à¨-

¬¥à, ¯à®¢®¤¨âì ¢ëç¨á«¥­¨ï ¨ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥ â¥à¬®¢. � áâ­ë¬ á«ãç ¥¬

§ ¯à®á  "� ¢­ë A ¨ B?" ï¢«ï¥âáï § ¯à®á ®¡ ¨áâ¨­­®áâ¨ § ¬ª­ãâ®© ä®à-

¬ã«ë ¢ ª â¥£®à¨¨ C ( ¯à¨ ¬®¤¥«¨à®¢ ­¨¨ «®£¨ª ¢ â®¯®á å, § ¬ª­ãâ®©

ä®à¬ã«®© ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ­ §ë¢ ¥âáï â¥à¬, § ¤ îé¨© ¬®àä¨§¬ ¨§ ®¡« -

áâ¨ ����� ¢ ®¡« áâì ¨áâ¨­ 
 [16]). � íâ®¬ á«ãç ¥ ¢ § ¯à®á¥ ­ã¦­®

¯®«®¦¨âì A = ¨ B = | ¢ë¤¥«¥­­ë© í«¥¬¥­â ¢ ®¡« áâ¨ 
.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ ï§ëª § ¯à®á®¢ ¢å®¤¨â «î¡ ï § ¬ª­ãâ ï ä®à¬ã«  ï§ëª 

ª â¥£®à¨©, ª®â®à ï ¬®¦¥â ¡ëâì ¯®«ãç¥­  ¨§ ®¡à §ãîé¨å ¨ ®¯à¥¤¥«ïîé¨å

á®®â­®è¥­¨© ª â¥£®à¨¨.

� § ¯à®áã â¨¯ : "� ª¨¥ í«¥¬¥­âë ®¡« áâ¨ D ¨§¢¥áâ­ë á¨áâ¥¬¥?", ®â-

­®áïâáï § ¯à®áë: "�ë¤ âì ¢á¥å ¯®áâ ¢é¨ª®¢ § ¢®¤  X", £¤¥ D | ®¡« áâì

"¯®áâ ¢é¨ª¨ § ¢®¤  X", ¨«¨ § ¯à®áë: "�ë¤ âì ¢á¥ å¨¬¨ç¥áª¨¥ í«¥¬¥­âë,

ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ ãá«®¢¨î P", £¤¥ D | íâ® ®¡« áâì "å¨¬¨ç¥áª¨¥ í«¥¬¥­-

âë, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ ãá«®¢¨î P".

�á¥ ¯¥à¥ç¨á«¥­­ë¥ § ¯à®áë ï¢«ïîâáï ç áâ­ë¬¨ á«ãç ï¬¨ § ¯à®á®¢ ª
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à¥«ïæ¨®­­®© ¡ §¥ ¤ ­­ëå, "åà ­ïé¥©"  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨î ª â¥£®à¨¨ C ¢ ¢¨-

¤¥ ­ ¡®à  ®â­®è¥­¨© (¤«ï ª ¦¤®© ª â¥£®à­®© ®¯¥à æ¨¨ á¢®¥ ®â­®è¥­¨¥)

¬¥¦¤ã ¤¥áªà¨¯â®à ¬¨. � ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ¢®§¬®¦¥­ ¯à®¨§¢®«ì­ë© § ¯à®á

ï§ëª  § ¯à®á®¢ à¥«ïæ¨®­­®© ¬®¤¥«¨ ª íâ®© ¡ §¥ ¤ ­­ëå. �â¢¥â ¬¨ ­  â -

ª¨¥ § ¯à®áë ï¢«ïîâáï ®â­®è¥­¨ï ¨§ ¤¥áªà¨¯â®à®¢ ¤ ­­®©  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨,

¯®«ãç îé¨¥áï ¢ à¥§ã«ìâ â¥ ¯à¨¬¥­¥­¨ï ®¯¥à æ¨© § ¯à®á  ª ¡ §¨á­ë¬ ®â-

­®è¥­¨ï¬  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨. �â­®è¥­¨ï - ®â¢¥âë âà ªâãîâáï ª ª ¨§¢¥áâ­ë¥ ¢

¤ ­­®©  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ ­ ¡®àë ¤¥áªà¨¯â®à®¢, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ ãá«®¢¨ï¬

§ ¯à®á . �ãáâë¥ ®â­®è¥­¨ï âà ªâãîâáï ª ª "­¥¨§¢¥áâ­®".
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3 �¯¥à æ¨¨ ­ ¤ â¨¯ ¬¨ ¤ ­­ëå ¨ ¯ à ¬¥-

âà¨ç¥áª¨¥ â¨¯ë ¤ ­­ëå

� ¤ ­­®¬ à §¤¥«¥ ¯à¥¤« £ ¥âáï ­¥ª®â®à®¥ ®¡é¥¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¯®­ïâ¨ï

®¯¥à æ¨¨ ­ ¤ â¨¯ ¬¨ ¤ ­­ëå ¢ à ¬ª å  «£¥¡à ¨ç¥áª®£® ¯®¤å®¤  ª â¨¯ ¬

¤ ­­ëå ¢ ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨¨ [12], [52], [53].

�ãáâì ¨¬¥îâáï ¤¢¥ ¬®¤¥«¨ A ¨ A
0  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå A (á¬.

®¯à¥¤¥«¥­¨ï 1.4, 1.5 íâ®© £« ¢ë ). � ¯®¬­¨¬, çâ® ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­®¥

®â®¡à ¦¥­¨¥ h : A ! A
0 ­¥áãé¨å ¬­®¦¥áâ¢ ¬®¤¥«¥© ­ §ë¢ ¥âáï ¨§®¬®à-

ä¨§¬®¬, ¥á«¨ ®­® ¯¥à¥¢®¤¨â äã­ªæ¨¨ ¨ ®â­®è¥­¨ï ®¤­®© ¬®¤¥«¨ ¢ á®®â¢¥â-

áâ¢ãîé¨¥ äã­ªæ¨¨ ¨ ®â­®è¥­¨ï ¤àã£®© ¬®¤¥«¨.

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥. 3.1. �¯¥à æ¨¥© � ­ ¤ â¨¯ ¬¨ ¤ ­­ëå ¨§ ­ ¡®à   ¡-

áâà ªâ­ëå â¨¯®¢ ¤ ­­ëå A1; :::;An ¢  ¡áâà ªâ­ë© â¨¯ ¤ ­­ëå B ­ §ë¢ ¥âáï

á®¯®áâ ¢«¥­¨¥ ­ ¡®à ¬ ¬®¤¥«¥© A1; :::; An, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å  ¡áâà ªâ­ë¬

â¨¯ ¬ ¤ ­­ëå A1; :::;An, ­¥ª®â®à®© ¬®¤¥«¨ �(A1; :::; An)  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯ 

¤ ­­ëå B. �à¨ íâ®¬ âà¥¡ã¥âáï, çâ®¡ë â ª®¥ á®¯®áâ ¢«¥­¨¥ ã¤®¢«¥â¢®àï«®

á«¥¤ãîé¥¬ã ãá«®¢¨î ¥áâ¥áâ¢¥­­®áâ¨: ¯® ­ ¡®àã h = (h1; :::; hn) ¨§®¬®à-

ä¨§¬®¢ h1 : A1 ! A
0

1; :::; hn : An ! A
0

n
¬¥¦¤ã ¬®¤¥«ï¬¨  ¡áâà ªâ­ëå â¨¯®¢

¤ ­­ëå ®¯¥à æ¨ï áâà®¨â ¨§®¬®àä¨§¬ �(h1; :::; hn) ¬¥¦¤ã à¥§ã«ìâ â ¬¨ |

¬®¤¥«ï¬¨ �(A1; :::; An) ¨ �(A0

1; :::; A
0

n
)  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå B. �à¥-

¡ã¥âáï, ªà®¬¥ â®£® , çâ®¡ë íâ® á®¯®áâ ¢«¥­¨¥ h 7! �(h) ¡ë«® äã­ªâ®à¨-

 «ì­ë¬, â.¥. â®¦¤¥áâ¢¥­­®¬ã ¨§®¬®àä¨§¬ã á®¯®áâ ¢«ï«áï â®¦¤¥áâ¢¥­­ë©

¨§®¬®àä¨§¬,   ª®¬¯®§¨æ¨¨ ¨§®¬®àä¨§¬®¢ - ª®¬¯®§¨æ¨ï ¨§®¬®àä¨§¬®¢.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ®¯¥à æ¨ï � ¯® à¥ «¨§ æ¨ï¬ A1; :::; An  ¡áâà ªâ­ëå â¨-

¯®¢ ¤ ­­ëå A1; :::;An áâà®¨â à¥ «¨§ æ¨î B  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå B,

  ¥¥ ¥áâ¥áâ¢¥­­®áâì ®§­ ç ¥â, çâ® ¯® ¯¥à¥¨¬¥­®¢ ­¨î í«¥¬¥­â®¢ ¨áå®¤­ëå

â¨¯®¢ ¤ ­­ëå ®­  ¤®«¦­  ¯®áâà®¨âì ¯¥à¥¨¬¥­®¢ ­¨¥ í«¥¬¥­â®¢ ¢ à¥§ã«ì-

â â¥ ®¯¥à æ¨¨.

�¥âàã¤­® ¢¨¤¥âì, çâ® ®¡ëç­ë¥ ª®­áâàãªæ¨¨ áâàãªâãà­ëå â¨¯®¢ â ª¨¥,

ª ª ARRAY , RECORD,SETOF , LIST OF T ï¢«ïîâáï ®¯¥à æ¨ï¬¨ ¢

á¬ëá«¥ ¯à¨¢¥¤¥­­®£® ¢ëè¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï.

� ¨¡®«¥¥ ¢ ¦­ë¬¨ ¯à¨¬¥à ¬¨ ®¯¥à æ¨© ­ ¤ â¨¯ ¬¨ ¤ ­­ëå ¨§  ¡-

áâà ªâ­®£® â¨¯  A ¢  ¡áâà ªâ­ë© â¨¯ B ï¢«ïîâáï ®¯¥à æ¨¨, ¨­¤ãæ¨à®-

¢ ­­ë¥ ª®àà¥ªâ­ë¬¨ «®£¨ç¥áª¨¬¨ ¨­â¥à¯à¥â æ¨ï¬¨ [32]  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯ 

B ¢ â¨¯ A, à áá¬®âà¥­­ë¬¨ ª ª â¥®à¨¨ ¢ ¨áç¨á«¥­¨¨ ¯à¥¤¨ª â®¢. � áá¬®-

âà¨¬ §¤¥áì ¡®«¥¥ ¯®¤à®¡­® ç áâ­ë© á«ãç © «®£¨ç¥áª®© ¨­â¥à¯à¥â æ¨¨ |
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¬®àä¨§¬  ¡áâà ªâ­ëå â¨¯®¢ [46].

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥. 3.2. �®àä¨§¬®¬ h : �! �0 á¨£­ âãàë � = (S;OP )

¢ á¨£­ âãàã �0 = (S 0
; OP

0) ­ §ë¢ ¥âáï ¯ à  äã­ªæ¨©

h = (hS : S ! S
0
; hOP : OP ! OP

0)

â ª¨å, çâ® ¤«ï ª ¦¤®£® äã­ªæ¨®­ «ì­®£® á¨¬¢®«  F 2 OP

â¨¯  F : T1 � :::� Tn ! Tk ¢ë¯®«­ï¥âáï á®®â­®è¥­¨¥

hOP (F ) : hS(T1)� :::� hS(Tn)! hS(Tk):

�á«¨ § ¤ ­ ¬®àä¨§¬ á¨£­ âãà h : �! �0, â® ®­ ®¯à¥¤¥«ï¥â ¯à¥®¡à §®-

¢ ­¨¥ â¥à¬®¢ ¢ á¨£­ âãà¥ � ¢ â¥à¬ë ¢ á¨£­ âãà¥ �0 ¯® á«¥¤ãîé¥¬ã ¯à ¢¨-

«ã: ¯¥à¥¬¥­­ë¥ X â¨¯  T ¢ â¥à¬¥ t ¯à¥®¡à §®¢ë¢ îâáï ¢ ¯¥à¥¬¥­­ë¥ h(X)

â¨¯  hS(T ),   äã­ªæ¨®­ «ì­ë¥ á¨¬¢®«ë F ¢ â¥à¬¥ t ¯à¥®¡à §®¢ë¢ îâáï

¢ äã­ªæ¨®­ «ì­ë¥ á¨¬¢®«ë hOP (F ). �¥âàã¤­® ¢¨¤¥âì, çâ® ¢ à¥§ã«ìâ â¥

â ª®£® ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï ¯®«ãç ¥âáï â¥à¬. �â®â â¥à¬ ¡ã¤¥â ®¡®§­ ç âìáï

¢ëà ¦¥­¨¥¬ h(t).

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥. 3.3. �«ï ¤¢ãå  ¡áâà ªâ­ëå â¨¯®¢ ¤ ­­ëå

B = (S;OP;E) ¨ A = (S0
; OP

0
; E

0) ¬®àä¨§¬ á¨£­ âãà h : (S;OP ) !

(S0
; OP

0) ­ §ë¢ ¥âáï ¬®àä¨§¬®¬  ¡áâà ªâ­ëå â¨¯®¢ ¤ ­­ëå h : B ! A,

¥á«¨ ¤«ï ª ¦¤®£® ãà ¢­¥­¨ï (r = l) 2 E ãà ¢­¥­¨¥ h(r) = h(l) ¢ë¢®¤¨âáï

¨§ ®¯à¥¤¥«ïîé¨å á®®â­®è¥­¨© E
0  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå A.

�ãáâì h : B ! A | ¬®àä¨§¬  ¡áâà ªâ­ëå â¨¯®¢ ¤ ­­ëå. �¯¥à -

æ¨¥© ®¡à â­®£® ®¡à §  h
� ­ ¤ ¤ ­­ë¬¨ A (¢ «¨â¥à âãà¥ íâã ®¯¥à æ¨î

­ §ë¢ îâ â ª¦¥ § ¡ë¢ îé¨¬ äã­ªâ®à®¬) ¨§  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå A

¢  ¡áâà ªâ­ë© â¨¯ ¤ ­­ëå B, ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­®© ¬®àä¨§¬®¬ h, ­ §ë¢ ¥âáï

®¯¥à æ¨ï, ª®â®à ï ¬®¤¥«¨ A  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå A á®¯®áâ ¢«ï¥â

¬®¤¥«ì B = h
�(A)  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå B ¯® á«¥¤ãîé¥¬ã ¯à ¢¨«ã:

{ BT | ¬­®¦¥áâ¢® í«¥¬¥­â®¢ á®àâ  T 2 OP  «£¥¡àë B á®¢¯ ¤ ¥â á

¬­®¦¥áâ¢®¬ í«¥¬¥­â®¢ Ah(T )  «£¥¡àë A;

{ ¤«ï «î¡®£® ¨¬¥­¨ ®¯¥à æ¨¨ F 2 OP á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï ¥© ®¯¥à æ¨ï

 «£¥¡àë B á®¢¯ ¤ ¥â, ª ª äã­ªæ¨ï, á ®¯¥à æ¨¥© hOP (F )  «£¥¡àë A.

�áâ¥áâ¢¥­­®áâì ®¯¥à æ¨¨ h
�, â® ¥áâì äã­ªâ®à¨ «ì­®áâì ®â­®á¨â¥«ì­®

¨§®¬®àä¨§¬®¢ ¬®¤¥«¥© A, ®ç¥¢¨¤­ .

�«ï ¬®àä¨§¬   ¡áâà ªâ­ëå â¨¯®¢ ¤ ­­ëå h : B ! A ¬®¦­® ®¯à¥¤¥-

«¨âì ¤àã£ãî ®¯¥à æ¨î ­ ¤ â¨¯ ¬¨, ª®â®à ï ®¡®§­ ç ¥âáï h� ¨ ­ §ë¢ ¥âáï

®¯¥à æ¨¥© ¯àï¬®£® ®¡à §  â¨¯  ¤ ­­ëå B, ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­®© ¬®àä¨§¬®¬ h.
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�­  á®¯®áâ ¢«ï¥â ª ¦¤®© ¬®¤¥«¨ B  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå B ¬®¤¥«ì

A = h�(B)  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå A, ª®â®à ï áâà®¨âáï ª ª á¢®¡®¤­ ï

A - «£¥¡à , ¯®à®¦¤¥­­ ï ¬­®¦¥áâ¢®¬¨ í«¥¬¥­â®¢ BT , à áá¬ âà¨¢ ¥¬ëå

ª ª í«¥¬¥­âë â¨¯  hS(T ), ¤«ï ¢á¥å T 2 OP á ¤®¯®«­¨â¥«ì­ë¬¨ á®®â­®è¥-

­¨ï¬¨ hOP (F )(b1; :::; bn) = F (b1; :::; bn) ¤«ï «î¡ëå F 2 OP ¨ b1; :::; bn 2 B,

¤«ï ª®â®àëå íâ¨ á®®â­®è¥­¨ï ¨¬¥îâ á¬ëá«. �áâ¥áâ¢¥­­®áâì (äã­ªâ®à¨-

 «ì­®áâì) ®¯¥à æ¨¨ h� â ª¦¥ ®ç¥¢¨¤­ .

� «¨â¥à âãà¥ [46] ®á®¡®¥ ¢­¨¬ ­¨¥ ã¤¥«ï¥âáï ¬®àä¨§¬ ¬ h : B ! A,

ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¬ á®®â­®è¥­¨î h
�(h�(B)) = B ¤«ï «î¡®© ¬®¤¥«¨ B  ¡-

áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå B. �¬ëá« íâ®£® á®®â­®è¥­¨ï ¢ â®¬, çâ® ®¯¥à æ¨ï

h� á¢®¡®¤­®£® à áè¨à¥­¨ï  «£¥¡àë B ¯® ¬®àä¨§¬ã h ­¥ ¯®àâ¨â ¨áå®¤­®©

 «£¥¡àë. � ª¨¥ ¬®àä¨§¬ë ­ §ë¢ îâáï á®åà ­ïîé¨¬¨ (persistent).

�à¨ § ¤ ­¨¨ ®¯¥à æ¨©, ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­ëå ¬®àä¨§¬ ¬¨  ¡áâà ªâ­ëå â¨-

¯®¢ ¤ ­­ëå, ¦¥« â¥«ì­  ¯à®£à ¬¬­ ï ¯®¤¤¥à¦ª  ¯à®¢¥à®ª, çâ® ¤ ­­ë©

¬®àä¨§¬ á¨£­ âãà ï¢«ï¥âáï ¬®àä¨§¬®¬  ¡áâà ªâ­ëå â¨¯®¢ ¤ ­­ëå ¨«¨ çâ®

¤ ­­ë© ¬®àä¨§¬ ï¢«ï¥âáï á®åà ­ïîé¨¬. � ªãî ¯®¤¤¥à¦ªã ¬®£ãâ ®áãé¥-

áâ¢¨âì  ¢â®¬ â¨§¨à®¢ ­­ë¥ á¨áâ¥¬ë ¤®ª § â¥«ìáâ¢ , ®á­®¢ ­­ë¥ ­   «£®-

à¨â¬¥ �­ãâ  - �¥­¤¨ªá  [61], ¨«¨ ­  ¬¥â®¤¥ à¥§®«îæ¨©, ¨«¨ ­  ¨å á®ç¥â -

­¨¨.

� ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ®¯¥à æ¨¨, ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­ë¥ ¬®àä¨§¬ ¬¨  ¡áâà ªâ­ëå

â¨¯®¢ ¤ ­­ëå, ¯®§¢®«ïîâ à áè¨àïâì ¬­®¦¥áâ¢® á¨£­ âãà­ëå á¨¬¢®«®¢ ¨

¬­®¦¥áâ¢® ®¯à¥¤¥«ïîé¨å á®®â­®è¥­¨©  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå §  áç¥â

®¯à¥¤¥«¥­¨© ¨ á«¥¤áâ¢¨© ¨§ ®¯à¥¤¥«ïîé¨å á®®â­®è¥­¨©. �â¨¬¨ ®¯¥à æ¨-

ï¬¨ ¬®¦­® ¢ë¯®«­¨âì «î¡®¥ áã¦¥­¨¥ ¬­®¦¥áâ¢  á¨£­ âãà­ëå á¨¬¢®«®¢ ¨

¬­®¦¥áâ¢  ®¯à¥¤¥«ïîé¨å á®®â­®è¥­¨©,   â ª¦¥ ¯¥à¥¨¬¥­®¢ ­¨¥ á¨£­ âãà-

­ëå á¨¬¢®«®¢ ¨ â.¤.

�¯¥à æ¨¨, ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­ë¥ «®£¨ç¥áª¨¬¨ ¨­â¥à¯à¥â æ¨ï¬¨ (¬®àä¨§¬ -

¬¨), ¤ îâ ¯à¨¬¥àë ã­ à­ëå (®¤­®¬¥áâ­ëå) ®¯¥à æ¨© ­ ¤ â¨¯ ¬¨ ¤ ­­ëå.

�à¨¬¥à ­ã«ì à­®© ®¯¥à æ¨¨ I ¤«ï  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å  ¡áâà ªâ­ëå â¨¯®¢ ¤ ­-

­ëå A ¤ ¥â ®¯¥à æ¨ï I(A), ¢ë¤¥«ïîé ï ¨­¨æ¨ «ì­ãî ¬®¤¥«ì A .

�á¥ ®¯¥à æ¨¨ ­ ¤ â¨¯ ¬¨ ¤ ­­ëå ¬®¦­® á¢¥áâ¨ ª ­ã«ì à­ë¬ ¨ ã­ à­ë¬

á ¯®¬®éìî á«¥¤ãîé¥© ®¯¥à æ¨¨ ®¡ê¥¤¨­¥­¨ï â¨¯®¢. �ãáâì A1; :::;An -

¯à®¨§¢®«ì­ë¥  ¡áâà ªâ­ë¥ â¨¯ë ¤ ­­ëå,   B -  ¡áâà ªâ­ë© â¨¯ ¤ ­­ëå,

¬­®¦¥áâ¢  á¨£­ âãà­ëå á¨¬¢®«®¢ ¨ á®®â­®è¥­¨© ª®â®à®£® ¥áâì à §ê¥¤¨-

­¥­­ë¥ ®¡ê¥¤¨­¥­¨ï á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¬­®¦¥áâ¢ ¨áå®¤­ëå â¨¯®¢ A1,:::,An.

�¯¥à æ¨ï ®¡ê¥¤¨­¥­¨ï â¨¯®¢ A1,:::,An ­ ¡®àã ¨å ¬®¤¥«¥© A1; :::; An á®¯®-

áâ ¢«ï¥â íâ®â ¦¥ ­ ¡®à A1; :::; An, à áá¬ âà¨¢ ¥¬ë© ª ª ¬®¤¥«ì  ¡áâà ªâ-
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­®£® â¨¯  B.

�á¯®«ì§ãï ¯®­ïâ¨¥ ®¯¥à æ¨¨, ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­®© ¬®àä¨§¬®¬  ¡áâà ªâ­ëå

â¨¯®¢ ¤ ­­ëå, ¬®¦­® ¤ âì á«¥¤ãîé¥¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ á¯¥æ¨ä¨ª æ¨¨  ¡áâà ªâ-

­®£® ¯ à ¬¥âà¨ç¥áª®£® â¨¯  ¤ ­­ëå [46].

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥. 3.4. �¨­â ªá¨ç¥áª¨ ¯ à ¬¥âà¨ç¥áª¨©  ¡áâà ªâ­ë©

â¨¯ ¤ ­­ëå § ¤ ¥âáï ç¥âëàì¬ï  ¡áâà ªâ­ë¬¨ â¨¯ ¬¨ ¤ ­­ëå ¨ ç¥âëàì¬ï

¬®àä¨§¬ ¬¨:

PAR|  ¡áâà ªâ­ë¬ â¨¯®¬ ¤ ­­ëå, ®¯¨áë¢ îé¨¬ ¯ à ¬¥âàë;

IMP |  ¡áâà ªâ­ë¬ â¨¯®¬ ¤ ­­ëå, ®¯¨áë¢ îé¨¬ ¢­¥è­¨¥ â¨¯ë ¤ ­-

­ëå, ª®â®àë¥ ¨á¯®«ì§ãîâáï ¢ ¤ ­­®© á¯¥æ¨ä¨ª æ¨¨;

EXP |  ¡áâà ªâ­ë¬ â¨¯®¬ ¤ ­­ëå, ¢ ª®â®à®¬ ¯à¨¢¥¤¥­ë á¨£­ âãà­ë¥

á¨¬¢®«ë ¨ á®®â­®è¥­¨ï, ¤®áâã¯­ë¥ ¤«ï ¢­¥è­¨å ¯®«ì§®¢ â¥«¥© ¤ ­­®©

á¯¥æ¨ä¨ª æ¨¨;

BODI |  ¡áâà ªâ­ë© â¨¯ ¤ ­­ëå, ®¯¨áë¢ îé¨© ¯®áâà®¥­¨¥ ¯ à ¬¥-

âà¨ç¥áª®£® â¨¯  ¤ ­­ëå;

i : PAR ! IMP | ¬®àä¨§¬ - ¢«®¦¥­¨¥ ¯ à ¬¥âà®¢ ¢® ¢­¥è­¨¥ â¨¯ë

¤ ­­ëå;

j : PAR ! EXT | ¬®àä¨§¬, á¢ï§ë¢ îé¨© â¨¯ë ¤ ­­ëå ¯ à ¬¥âà®¢

á â¨¯ ¬¨ ¤ ­­ëå, ¢ë¤ ¢ ¥¬ëå á¯¥æ¨ä¨ª æ¨¥©;

s : IMP ! BODI | ¬®àä¨§¬, ãáâ ­ ¢«¨¢ îé¨© á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ¬¥¦¤ã

¢­¥è­¨¬¨ ¨¬¯®àâ¨àã¥¬ë¬¨ â¨¯ ¬¨ ¤ ­­ëå ¨ â¨¯ ¬¨ ¤ ­­ëå ¢ â¥«¥ ¯ à -

¬¥âà¨ç¥áª®£® â¨¯  ¤ ­­ëå;

h : EXP ! BODI | ¬®àä¨§¬, ¢ë¤¥«ïîé¨© ¢ë¤ ¢ ¥¬ë¥ á¯¥æ¨ä¨ª -

æ¨¥© â¨¯ë ¤ ­­ëå ¢ â¥«¥ ¯ à ¬¥âà¨ç¥áª®£® â¨¯ .

�à¨ íâ®¬ âà¥¡ã¥âáï, çâ®¡ë á«¥¤ãîé ï ¤¨ £à ¬¬  ¡ë«  ª®¬¬ãâ â¨¢­ :

PAR
j

�! EXP

i # # h

IMP
s

�! BODI

�® ¥áâì ¢ë¯®«­ï¥âáï á®®â­®è¥­¨¥ h � j = s � i.

�¯¥æ¨ä¨ª æ¨ï ¯ à ¬¥âà¨ç¥áª®£®  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå ­ §ë¢ ¥âáï

á¥¬ ­â¨ç¥áª¨ ª®àà¥ªâ­®©, ¥á«¨ s : IMP ! BODI ï¢«ï¥âáï á®åà ­ïîé¨¬

(persistent) ¬®àä¨§¬®¬.

�® á¯¥æ¨ä¨ª æ¨¨ ¯ à ¬¥âà¨ç¥áª®£®  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå áâà®¨âáï

®¯¥à æ¨ï ¨§  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå IMP ¢  ¡áâà ªâ­ë© â¨¯ ¤ ­­ëå

EXP ¯® á«¥¤ãîé¥¬ã ¯à ¢¨«ã: à¥ «¨§ æ¨¨ A  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå

100



IMP á®¯®áâ ¢«ï¥âáï à¥ «¨§ æ¨ï B = h
�(s�(A))  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå

EXP , £¤¥ h
� | § ¡ë¢ îé¨© äã­ªâ®à ¯® ¬®àä¨§¬ã h,   s� | äã­ªâ®à,

áâà®ïé¨© á¢®¡®¤­ãî  «£¥¡àã ¯® ¬®ä¨§¬ã s ¨  «£¥¡à¥ A.

�àã£¨¬¨ ¯à¨¬¥à ¬¨ ®¯¥à æ¨© ­ ¤ â¨¯ ¬¨ ¤ ­­ëå ï¢«ïîâáï å®à®è® ¨§-

¢¥áâ­ë¥ ®¯¥à æ¨¨ ¤¥ª àâ®¢  ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï, à §ê¥¤¨­¥­­®£® ®¡ê¥¤¨­¥­¨ï,

¯®áâà®¥­¨ï ¬­®¦¥áâ¢  ¢á¥å ¯à¥®¡à §®¢ ­¨© ¨§ ®¤­®£® â¨¯  ¢ ¤àã£®©, ¬ áá¨-

¢®¢ í«¥¬¥­â®¢ ª ª®£®-«¨¡® â¨¯ , ª®­¥ç­ëå ¬­®¦¥áâ¢ í«¥¬¥­â®¢ ­¥ª®â®à®£®

â¨¯  ¨ â.¤., â® ¥áâì ®¯¥à æ¨¨, ç áâ® ¨á¯®«ì§ã¥¬ë¥ ¢ ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨¨.

�­®£¨¥ ¨§ ­¨å ¬®£ãâ ¡ëâì ®¯¨á ­ë ¢ ¢¨¤¥ ª®­áâàãªæ¨¨, ®¯¨á ­­®© ¢ëè¥.

� ª, ­ ¯à¨¬¥à, ®¯¥à æ¨ï ¯à¨¬¥à  1.4 | â¨¯ ¤ ­­ëå LIST OF T, ¯à¨-

¢¥¤¥­­ë© ¢ ¯®¤à §¤¥«¥ 1.2, ®¯¨áë¢ ¥âáï ®¯¥à æ¨¥© ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­®© ¬®à-

ä¨§¬®¬  ¡áâà ªâ­ëå â¨¯®¢ ¤ ­­ëå. � ­¥¬  ¡áâà ªâ­ë© â¨¯ ¤ ­­ëå B =

(T; ;; ;) ¡¥§ äã­ªæ¨®­ «ì­ëå á¨¬¢®«®¢ ¨ á®®â­®è¥­¨©,    ¡áâà ªâ­ë© â¨¯

¤ ­­ëå A § ¤ ­ á¯¥æ¨ä¨ª æ¨¥© LIST OF T ¯à¨¬¥à  1.4.

�¥âàã¤­® ¢¨¤¥âì, çâ® ª®¬¯®§¨æ¨¨ ®¯¥à æ¨© ­ ¤ â¨¯ ¬¨ ¤ ­­ëå â ª¦¥

ï¢«ïîâáï ®¯¥à æ¨ï¬¨ ­ ¤ â¨¯ ¬¨ ¤ ­­ëå.� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬ë ¨¬¥¥¬ ª«®­

®¯¥à æ¨©. �áá«¥¤®¢ ­¨¥ íâ®£® ª«®­  ª ª  «£¥¡à ¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬ë | ®¤­ 

¨§ ¢ ¦­ëå § ¤ ç à §¢¨â¨ï ¬¥å ­¨§¬  â¨¯®¢ ¢ ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨¨.
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