
�« ¢  3. �«£¥¡à ¨ç¥áª¨¥ áà¥¤áâ¢  ¯à¥¤-

áâ ¢«¥­¨ï ¯®­ïâ¨©

1 �«£¥¡à ¨ç¥áª ï áâàãªâãà  â®¯®á®¢ ª®-

­¥ç­®£® â¨¯ 

�à¥¡®¢ ­¨¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï á«®¦­ëå ¯®­ïâ¨© á ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥¬ ¤¥ª àâ®¢ëå

¯à®¨§¢¥¤¥­¨© ¨«¨ ®¡« áâ¥©, á®áâ®ïé¨å ¨§ äã­ªæ¨©,  â ª¦¥ ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥

¯®¤®¡ê¥ªâ®¢ ¨ ®â­®è¥­¨© ¤«ï ®¡« áâ¥©, ¢ ª®â®àëå ­¥ ¢á¥ í«¥¬¥­âë ¨§¢¥áâ-

­ë, ¯à¨¢®¤¨â ª ­¥®¡å®¤¨¬®áâ¨ ¨á¯®«ì§®¢ ­¨ï á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ª®­áâàãª-

æ¨© â®¯®á  [18]. � íâ®¬ à §¤¥«¥ à áá¬ âà¨¢ îâáï â®¯®áë á ª®­¥ç­ë¬ ¬­®-

¦¥áâ¢®¬ ®¡à §ãîé¨å ¨ ­¥ª®â®àë¬ ãá«®¢¨¥¬ ª®­¥ç­®áâ¨ ®¡ê¥ªâ®¢. �®ª -

§ ­®, çâ® â ª¨¥ â®¯®áë (á ­¥ª®â®àë¬ ãª § ­­ë¬ ­¨¦¥ ãá«®¢¨¥¬ ¡ã«¥¢®áâ¨,

á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬ âà¥¡®¢ ­¨î, çâ® ¢ â®¯®á¥ à¥ «¨§ã¥âáï ª« áá¨ç¥áª ï «®-

£¨ª ) ¯à¥¤áâ ¢«ïîâáï ¢ ¢¨¤¥ ª®­¥ç­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï â®¯®á®¢ ª®­¥ç­ëå

G-¬­®¦¥áâ¢ GFinset ¤«ï ­¥ª®â®à®£® ­ ¡®à  ª®­¥ç­ëå £àã¯¯ G. � ç áâ­®-

áâ¨ ¯®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® ª ¦¤ë© ¯®¤â®¯®á â®¯®á  ª®­¥ç­ëå ¬­®¦¥áâ¢ Finset,

¯®à®¦¤¥­­ë© ª®­¥ç­ë¬ ­ ¡®à®¬ äã­ªæ¨© ¨ ®â­®è¥­¨© íª¢¨¢ «¥­â¥­ ª â¥-

£®à¨¨ G-¬­®¦¥áâ¢, £¤¥ G | £àã¯¯  á¨¬¬¥âà¨¨ íâ¨å äã­ªæ¨© ¨ ®â­®è¥­¨©.

� ¯à¨«®¦¥­¨ïå â®¯®á®¢ ª ¬®¤¥«¨à®¢ ­¨î áå¥¬ ¡ § ¤ ­­ëå ®á®¡ãî à®«ì

¨£à îâ ¡ã«¥¢ë â®¯®áë.

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ 1.1. �®¯®á ­ §ë¢ ¥âáï ¡ã«¥¢ë¬, ¥á«¨ ª« áá¨ä¨ª â®à

¯®¤®¡ê¥ªâ®¢ 
 á ¢ë¤¥«¥­­ë¬ í«¥¬¥­â®¬ true : I ! 
, £¤¥ I | ä¨­ «ì­ë©

®¡ê¥ªâ ª â¥£®à¨¨, ¨§®¬®àä¥­ I t I | ª®¯à®¨§¢¥¤¥­¨î I ¨ I á ¢ë¤¥«¥­­ë¬

í«¥¬¥­â®¬ true | ¢«®¦¥­¨¥¬ ­  ¯¥à¢®¥ á« £ ¥¬®¥.

� «¨â¥à âãà¥ ¡ã«¥¢ë â®¯®áë ­ §ë¢ îâ â ª¦¥ ª« áá¨ç¥áª¨¬¨, â ª ª ª

¢ íâ®¬ á«ãç ¥ (¨ â®«ìª® ¢ íâ®¬ á«ãç ¥) á®®â­®è¥­¨ï ¬¥¦¤ã «®£¨ç¥áª¨¬¨

®¯¥à æ¨ï¬¨ | ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï¬¨ 
, ï¢«ïîâáï á®®â­®è¥­¨ï¬¨ ª« áá¨ç¥-

áª®© «®£¨ª¨. � ª ¨§¢¥áâ­® [16], ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ¢ â®¯®á¥ à¥ «¨§ãîâáï

á®®â­®è¥­¨ï ¨­âã¨æ¨®­¨áâáª®© «®£¨ª¨.

�«ï § ¤ ç ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï §­ ­¨© á ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥¬ áà¥¤áâ¢ ¢ëç¨á«¨-

â¥«ì­®© â¥å­¨ª¨ ¯®¤å®¤ïâ ­¥ ¯à®¨§¢®«ì­ë¥ ª â¥£®à¨¨,   «¨èì â¥, ª®â®àë¥

¬®£ãâ ¡ëâì ª®­áâàãªâ¨¢­® § ¤ ­ë. � á¢ï§¨ á íâ¨¬ à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ¯®­ï-

â¨¥  «£¥¡à ¨ç¥áª®£® â®¯®á , § ¤ ­­®£® ª®­¥ç­ë¬ ¬­®¦¥áâ¢®¬ ®¡à §ãîé¨å

¨ á®®â­®è¥­¨© ¨ ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥£® á«¥¤ãîé¥¬ã ãá«®¢¨î ª®­¥ç­®áâ¨.
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�ãáâì T | ­¥ª®â®àë© ®¡ê¥ªâ â®¯®á  C. �¥à¥§ T n ®¡®§­ ç ¥âáï ¤¥-

ª àâ®¢  áâ¥¯¥­ì ®¡ê¥ªâ  T , ç¥à¥§ T n(x1; :::; xn) ®â­®è¥­¨¥ ¢ â®¯®á¥ C á

¯¥à¥¬¥­­ë¬¨ x1; :::; xn, á®¢¯ ¤ îé¥¥ á® ¢á¥¬ T n. � ¯®¬­¨¬, çâ® ®â­®è¥-

­¨¥ ¢ â®¯®á¥ | íâ® ¯à®¨§¢®«ì­ë© ¯®¤®¡ê¥ªâ ¢ ¤¥ª àâ®¢®¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¨

á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ®¡ê¥ªâ®¢.

�¥à¥§ �i;j(T
n) ®¡®§­ ç¨¬ ®¡« áâì ¨áâ¨­­®áâ¨ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï (xi = xj)

­  ®¡ê¥ªâ¥ T n. �®¤®¡ê¥ªâ �i;j(T
n) ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¤¨ £®­ «ì­®¥

¢«®¦¥­¨¥ T ¢ i-ë© ¨ j-ë© á®¬­®¦¨â¥«¨ T n, ¤®¬­®¦¥­­®¥ ­  T ¯® ®áâ «ì­ë¬

á®¬­®¦¨â¥«ï¬.

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ 1.2. �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ®¡ê¥ªâ T ¨¬¥¥â

¬®é­®áâì ¬¥­ìè¥ n, ¥á«¨ ®¡« áâì ¨áâ¨­­®áâ¨ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï
W
i6=j

(xi = xj),

£¤¥ ¤¨§êî­ªæ¨ï ¡¥à¥âáï ¯® ¢á¥¢®§¬®¦­ë¬ ¯ à ¬ ­¥à ¢­ëå ç¨á¥« i; j 2

f1; :::; ng, § ¤ îé¥£® ¬®àä¨§¬ T n ! 
 ¢ ®¡« áâì ¨áâ¨­ 
, á®¢¯ ¤ ¥â á®

¢á¥¬ T n. �«¨, ¤àã£¨¬¨ á«®¢ ¬¨, ¢ë¯®«­ï¥âáï à ¢¥­áâ¢®

T n =
[

i6=j

�i;j(T
n);

£¤¥ ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥ ¯®¤®¡ê¥ªâ®¢ ¡¥à¥âáï ¯® ¢á¥¢®§¬®¦­ë¬ ¯ à ¬ ­¥à ¢­ëå

ç¨á¥« i; j 2 f1; :::; ng. �¡ê¥ªâ T ¢ â®¯®á¥ C ­ §ë¢ ¥âáï ª®­¥ç­ë¬, ¥á«¨

­ ©¤¥âáï ­¥ª®â®à®¥ ­ âãà «ì­®¥ ç¨á«® n â ª®¥, çâ® T ¨¬¥¥â ¬®é­®áâì

¬¥­ìè¥ n.

�   ¬ ¥ ç   ­ ¨ ¥ 1.1. � ®¯à¥¤¥«¥­¨¨ 1.1 ®âà ¦ ¥âáï ¢ â®¯®á å ­ 

ª â¥£®à­®¬ ï§ëª¥ ä®à¬ã« 

8x1 2 T:::8xn 2 T (
_

i6=j

(xi = xj)) = true;

ª®â®à ï ®§­ ç ¥â, çâ® ¢ T ­¥â n à §«¨ç­ëå í«¥¬¥­â®¢.

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ 1.3. �«£¥¡à ¨ç¥áª¨© â®¯®á C ­ §ë¢ ¥âáï â®¯®á®¬

ª®­¥ç­®£® â¨¯ , ¥á«¨ ®­ ¡ã«¥¢ ¨¬¥¥â ª®­¥ç­®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ®¡à §ãîé¨å ¨

¢á¥ ¥£® ®¡ê¥ªâë ª®­¥ç­ë.

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ 1.4. �®¯®á ­ §ë¢ ¥âáï ¯®«­ë¬ ¨«¨ ¤¢ã§­ ç­ë¬,

¥á«¨ ¥£® ®¡« áâì ¨áâ¨­ (ª« áá¨ä¨ª â®à ¯®¤®¡ê¥ªâ®¢) 
 ¨¬¥¥â «¨èì ¤¢ 

í«¥¬¥­â  true : I ! 
 ¨ false : I ! 
.

�á«®¢¨¥ ¯®«­®âë â®¯®á  á®®â¢¥âáâ¢ã¥â â®¬ã, çâ® «î¡®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥

(ä®à¬ã« , ¢ëà ¦ îé ï ¬®àä¨§¬ ¨§ I ¢ 
) ¢ ¯®«­®¬ â®¯®á¥ «¨¡® ¨áâ¨­-

­®, «¨¡® «®¦­®, â® ¥áâì ¯®«­®â  â®¯®á  á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¯®«­®â¥ â¥®à¨¨ ¢

¨áç¨á«¥­¨¨ ¯à¥¤¨ª â®¢.

103



�®¯®á ª®­¥ç­ëå ¬­®¦¥áâ¢ Finord, ®¡ê¥ªâ ¬¨ ª®â®à®£® ï¢«ïîâáï ¯ã-

áâ®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ¨ ¬­®¦¥áâ¢  ¢¨¤  f1; 2; :::; ng ¤«ï «î¡®£® ­ âãà «ì­®£®

n,   ¬®àä¨§¬ ¬¨ | «î¡ë¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï ¬¥¦¤ã ­¨¬¨, ï¢«ï¥âáï ¯à¨¬¥à®¬

¯®«­®£® â®¯®á  ª®­¥ç­®£® â¨¯ .

�àã£¨¥ ¯à¨¬¥àë ¯®«ãç îâáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. �ãáâì G | ª®-

­¥ç­ ï £àã¯¯ . � áá¬®âà¨¬ ª â¥£®à¨î GFinset. �¡ê¥ªâ ¬¨ ª â¥£®à¨¨

GFinset ï¢«ïîâáï ª®­¥ç­ë¥ ¬­®¦¥áâ¢  M ¢¬¥áâ¥ á ¢ë¤¥«¥­­ë¬ ¤¥©áâ¢¨-

¥¬ £àã¯¯ë G ­  ­¨å, â® ¥áâì ¤«ï ª ¦¤®£® í«¥¬¥­â  g £àã¯¯ë G ®¯à¥¤¥«¥­®

®â®¡à ¦¥­¨¥ g : M ! M , ¨ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨î í«¥¬¥­â®¢ g1 � g2 á®®â¢¥âáâ¢ã-

¥â ª®¬¯®§¨æ¨ï ®â®¡à ¦¥­¨© g1 : M ! M ¨ g2 : M ! M . �®àä¨§¬ ¬¨

ª â¥£®à¨¨ GFinset ï¢«ïîâáï ¢á¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï G-¬­®¦¥áâ¢ f : M ! N ,

á®åà ­ïîé¨¥ ¤¥©áâ¢¨¥¬ £àã¯¯ë G, â® ¥áâì f(g(m)) = g(f(m)) ¤«ï «î¡ëå

g 2 G ¨ m 2M .

�¥âàã¤­® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® ª â¥£®à¨ï GFinset ®¡à §ã¥â â®¯®á. �¥©áâ¢¨-

â¥«ì­®, ®¤­®â®ç¥ç­®¥ ¬­®¦¥áâ¢® á âà¨¢¨ «ì­ë¬ ¤¥©áâ¢¨¥¬ £àã¯¯ë G ­ 

­¥¬ ï¢«ï¥âáï ä¨­ «ì­ë¬ ®¡ê¥ªâ®¬ I. �« áá¨ä¨ª â®à ¯®¤®¡ê¥ªâ®¢ 
 ¯à¥¤-

áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¤¢ãâ®ç¥ç­®¥ ¬­®¦¥áâ¢® á âà¨¢¨ «ì­ë¬ ¤¥©áâ¢¨¥¬ £àã¯-

¯ë G. �¥ª àâ®¢® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¨ ¤¨§êî­ªâ­®¥ ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥ ¢ ª â¥£®-

à¨¨ GFinset,   â ª¦¥ ãà ¢­¨â¥«ì ¨ ä ªâ®à á®¢¯ ¤ îâ á á®®â¢¥âáâ¢ãî-

é¨¬¨ ®¯¥à æ¨ï¬¨ ¢ ª â¥£®à¨¨ ª®­¥ç­ëå ¬­®¦¥áâ¢ ¯à¨ ¥áâ¥áâ¢¥­­®¬ ®¯à¥-

¤¥«¥­¨¨ ¤¥©áâ¢¨ï £àã¯¯ë G ­  ¯®«ãç îé¨åáï ¬­®¦¥áâ¢ å. �ªá¯®­¥­æ¨-

 «®¬ M ) N ¤¢ãå G-¬­®¦¥áâ¢ ï¢«ï¥âáï ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ®â®¡à ¦¥­¨©

h :M ! N ¨§ M ¢ N , ­  ª®â®à®¬ í«¥¬¥­âë g 2 G ¤¥©áâ¢ãîâ ¯® ¯à ¢¨«ã:

g(h) | íâ® ª®¬¯®§¨æ¨ï âà¥å ®â®¡à ¦¥­¨©

g(h) :M
g
�1

! M
h

! N
g

! N;

â® ¥áâì g(h) = g � h � g�1.

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 1.1. �«£¥¡à ¨ç¥áª¨© â®¯®á á ª®­¥ç­ë¬ ¬­®¦¥áâ¢®¬

®¡à §ãîé¨å, íª¢¨¢ «¥­â­ë© ª â¥£®à¨¨ GFinset, ï¢«ï¥âáï ¯®«­ë¬ â®¯®á®¬

ª®­¥ç­®£® â¨¯ .

�®ª § â¥«ìáâ¢® ®ç¥¢¨¤­®.

� â¥£®à¨ï GFinset ¤ ¥â ­ ¬ ¯à¨¬¥à â®¯®á  á ª« áá¨ç¥áª®© «®£¨ª®©,

¢ ª®â®à®¬ ª ¦¤®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ «¨¡® ¨áâ¨­­®, «¨¡® «®¦­®, â ª ª ª íâ®

¯®«­ë© â®¯®á. �®íâ®¬ã, ­ ¯à¨¬¥à, ¤«ï «î¡®£® ®¡ê¥ªâ  M ¨§ íâ®£® â®¯®á 

¬®¦­® ¢ëà §¨âì ¯ãáâ®© ®­ ¨«¨ ­¥â ¨, ¤ ¦¥, ®¯à¥¤¥«¨âì ¬®é­®áâì ®¡ê¥ªâ 

M . �®, ¥á«¨ £àã¯¯  G ¤¥©áâ¢ã¥â ­  M ¡¥§ ­¥¯®¤¢¨¦­ëå â®ç¥ª, â® ¢ íâ®¬
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â®¯®á¥ ¬ë ­¥ á¬®¦¥¬ ¢ëà §¨âì í«¥¬¥­â ®¡ê¥ªâ  M . �â® á¢ï§ ­® á â¥¬,

çâ® í«¥¬¥­âë ¢ â®¯®á¥ ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ¥áâì ¬®àä¨§¬ë ¨§ I ¢ M , â® ¥áâì

á®®â¢¥âáâ¢ãîâ ¢ â®¯®á¥ GFinset ­¥¯®¤¢¨¦­ë¬ â®çª ¬ ¢ G-¬­®¦¥áâ¢¥ M .

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ® ª â¥£®à¨¨ ®¡« áâ¥© â¨¯®¢ ¤ ­­ëå, íª¢¨¢ «¥­â­®© ª -

â¥£®à¨¨ GFinset, ¬®¦­® áª § âì, çâ® ¢ ­¥© ® ¤ ­­ëå ¬ë §­ ¥¬ ¢á¥, ªà®¬¥

á¯®á®¡  ãª § ­¨ï ­¥ª®â®àëå í«¥¬¥­â®¢ ¢ ®¡« áâïå. � â®çª¨ §à¥­¨ï ¯à¥¤-

áâ ¢«¥­¨ï §­ ­¨© íâ® â ª¦¥ ¬®¦­® áä®à¬ã«¨à®¢ âì á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

¥á«¨ ª â¥£®à¨ï, ®âà ¦ îé ï ­ è¨ §­ ­¨ï ® ¯à¥¤áâ ¢«ï¥¬®¬ äà £¬¥­â¥ ¬¨-

à , íª¢¨¢ «¥­â­  ª â¥£®à¨¨ GFinset, â® íâ® á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¯®«­®¬ã §­ ­¨î

®¡ íâ®¬ äà £¬¥­â¥ á â®ç­®áâìî ¤® á¨¬¬¥âà¨¨, ª®â®à ï ­¥ ¯®§¢®«ï¥â ­ ¬

ª ª-â® ¢ë¤¥«ïâì í«¥¬¥­âë áà¥¤¨ á¨¬¬¥âà¨ç­ëå.

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 1.2. � â¥£®à¨¨ G1Finset ¨ G2Finset íª¢¨¢ «¥­â­ë

â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¨§®¬®àä­ë £àã¯¯ë G1 ¨ G2.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �àã¯¯ã G1 ¬®¦­® à áá¬ âà¨¢ âì ª ª ®¡ê¥ªâ

ª â¥£®à¨¨ G1Finset, ­  ª®â®à®© G1 ¤¥©áâ¢ã¥â ã¬­®¦¥­¨ï¬¨ á«¥¢ . �¡ê¥ªâ

G1 ­¥ ¨¬¥¥â á®¡áâ¢¥­­ëå ¯®¤®¡ê¥ªâ®¢ ( â®¬ à¥­), â ª ª ª G1 ¤¥©áâ¢ã¥â ­ 

á¥¡¥ âà ­§¨â¨¢­®.

�ãáâì F : G1Finset ! G2Finset | íª¢¨¢ «¥­â­®áâì ª â¥£®à¨©. �®-

£¤ , â ª ª ª G1 | ­¥¯ãáâ®© ­¥à §«®¦¨¬ë© ¢ ¯àï¬ãî áã¬¬ã ®¡ê¥ªâ ª -

â¥£®à¨¨ G1Finset, â® F (G1) | ­¥¯ãáâ®© ­¥à §«®¦¨¬ë© ®¡ê¥ªâ ª â¥£®-

à¨¨ G2Finset, â® ¥áâì ­¥¯ãáâ®¥ G2-¬­®¦¥áâ¢®, ¨¬¥îé¥¥ ®¤­ã âà ¥ªâ®-

à¨î ¤¥©áâ¢¨ï G2 ­  ­¥¬. �âáî¤  á«¥¤ã¥â áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ í¯¨¬®àä­®£®

G2-®â®¡à ¦¥­¨ï � : G2 ! F (G1). �à¨¬¥­ïï ª � äã­ªâ®à F�1, ¯®«ãç¨¬

í¯¨¬®àä­®¥ G1-®â®¡à ¦¥­¨¥ F�1(�) : F�1(G2) ! F�1(F (G1)) ­  ®¡ê¥ªâ

F�1(F (G1)), ª®â®àë© ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ ª â¥£®à¨© ¨§®¬®à-

ä¥­ G1. �®¬¯®§¨æ¨ï í¯¨¬®àä¨§¬  F�1(�) ¨ íâ®£® ¨§®¬®àä¨§¬  ¤ ¥â í¯¨-

¬®àä­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ � : F�1(G2) ! G1. �­ «®£¨ç­ë¥ à ááã¦¤¥­¨ï, ¯¥-

à¥áâ ¢«ïï ¬¥áâ ¬¨ G1 ¨ G2, ¯®ª §ë¢ îâ áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ í¯¨¬®àä­®£® G1-

®â®¡à ¦¥­¨ï �0 : G1 ! F�1(G2). � ª ª ª ª®¬¯®§¨æ¨ï � � �0 : G1 ! G1 |

¨§®¬®àä¨§¬, â® �0 | ¬®­®í¯¨¬®àä¨§¬ ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, �0 | ¨§®¬®àä¨§¬

¬¥¦¤ã G1 ¨ F
�1(G2).

� áá¬®âà¨¬, â¥¯¥àì, ¬­®¦¥áâ¢® ¬®àä¨§¬®¢ F�1(G2) ¢ á¥¡ï. � ®¤­®©

áâ®à®­ë, â ª ª ª F�1(G2) ¨§®¬®àä¥­ G1, â® ¬­®¦¥áâ¢® ¬®àä¨§¬®¢ F
�1(G2)

¢ á¥¡ï ®¡à §ã¥â ®â­®á¨â¥«ì­® ®¯¥à æ¨¨ ª®¬¯®§¨æ¨¨ £àã¯¯ã, ¨§®¬®àä­ãî

G1. � ¤àã£®© áâ®à®­ë, â ª ª ª F�1 | íª¢¨¢ «¥­â­®áâì ª â¥£®à¨©, íâ® ¬­®-

¦¥áâ¢® ¡¨¥ªâ¨¢­® ¬­®¦¥áâ¢ã ¬®àä¨§¬®¢ G2 ¢ á¥¡ï ¢ ª â¥£®à¨¨ G2Finset,

¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ®â­®á¨â¥«ì­® â®© ¦¥ ®¯¥à æ¨¨ ª®¬¯®§¨æ¨¨ ¬®àä¨§¬®¢
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®¡à §ã¥â £àã¯¯ã, ¨§®¬®àä­ãî G2. �âáî¤  á«¥¤ã¥â âà¥¡ã¥¬ë© ¢ ãâ¢¥à-

¦¤¥­¨¨ 1.2 ¨§®¬®àä¨§¬ G1 ¨ G2.

�ª §ë¢ ¥âáï, ª â¥£®à¨¨ ¢¨¤  GFinset ¨áç¥à¯ë¢ îâ ¯à¨¬¥àë ¯®«­ëå

â®¯®á®¢ ª®­¥ç­®£® â¨¯ .

� ¥ ® à ¥ ¬   1.3. �á«¨ C | ¯®«­ë© â®¯®á ª®­¥ç­®£® â¨¯ , â® áãé¥-

áâ¢ã¥â â ª ï ª®­¥ç­ ï £àã¯¯  G, çâ® ª â¥£®à¨ï C íª¢¨¢ «¥­â­  ª â¥£®à¨¨

GFinset.

�à¥¦¤¥, ç¥¬ ¯¥à¥©â¨ ª ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã á ¬®© â¥®à¥¬ë, áä®à¬ã«¨àã¥¬

¨ ¤®ª ¦¥¬ ­¥áª®«ìª® ¢á¯®¬®£ â¥«ì­ëå ãâ¢¥à¦¤¥­¨©.

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 1.4. �à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ­¥¯ãáâëå ®¡ê¥ªâ®¢ ¢ ¯®«­®¬

â®¯®á¥ ­¥¯ãáâ®.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �ãáâì T1; T2 | ®¡ê¥ªâë ¯®«­®£® â®¯®á .

� áá¬®âà¨¬ ®¡à § ¬®àä¨§¬  I(T1) : T1 ! I, £¤¥ I | ä¨­ «ì­ë© ®¡ê¥ªâ

â®¯®á . �â®â ®¡à § ï¢«ï¥âáï ¯®¤®¡ê¥ªâ®¬ ¢ I. �® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ¯®«­®£®

â®¯®á , ¯®¤®¡ê¥ªâë ¢ I | íâ® «¨¡® ¯ãáâ®© ®¡ê¥ªâ ;, «¨¡® á ¬® I. �á«¨

®¡à § I(T1) ¯ãáâ, â® T1 ®â®¡à ¦ ¥âáï ­  ¯ãáâ®© ®¡ê¥ªâ ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®,

¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ¯ãáâ®£® ®¡ê¥ªâ , ¥¬ã ¨§®¬®àä¥­, çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ãá«®-

¢¨î ­¥¯ãáâ®âë T1. �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ®¡à § I(T1) ¥áâì I, ¨ I(T1) |

í¯¨¬®àä¨§¬. �­ «®£¨ç­® ¯®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® I(T2) | í¯¨¬®àä¨§¬. � ª

ª ª ¢ â®¯®á¥ ª ¦¤ë© í¯¨¬®àä¨§¬ ï¢«ï¥âáï ä ªâ®à ®¡ê¥ªâ®¬ ¯® ®â­®è¥­¨î

íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨, â® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ í¯¨¬®àä¨§¬®¢ | í¯¨¬®àä¨§¬ [18]. �«¥-

¤®¢ â¥«ì­®, ¬®àä¨§¬ I(T1) � I(T2) : T1 � T2 ! I � I � I | í¯¨¬®àä¨§¬,

¨ T1 � T2 ­¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ¯ãáâë¬ ®¡ê¥ªâ®¬.

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 1.5. �«ï ®¡ê¥ªâ  ¬®é­®áâ¨ n ¯®«­®£®

¡ã«¥¢  â®¯®á  ­¥ áãé¥áâ¢ã¥â n + 1 ­¥¯ãáâëå ¯®¯ à­® ­¥ ¯¥à¥á¥ª îé¨åáï

¯®¤®¡ê¥ªâ®¢ Ti � T , i = 1; :::; n+ 1.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® â ª¨¥ ¯®¤®¡ê¥ªâë

áãé¥áâ¢ãîâ. �®£¤  ¤¥ª àâ®¢® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ C = T1� :::�Tn+1 á®¤¥à¦¨âáï

¢ ¤¥ª àâ®¢®© áâ¥¯¥­¨ T n+1. �®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 1.4 ®¡ê¥ªâ C ­¥¯ãáâ.

� ¤àã£®© áâ®à®­ë, â ª ª ª ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï Ti\Tj ¯ãáâë, â® C ­¥ ¯¥à¥á¥ª ¥âáï

­¨ á ®¤­®© ¨§ ¤¨ £®­ «¥© �i;j(T
n+1), ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥ íâ¨å

¤¨ £®­ «¥© ­¥ ¯¥à¥á¥ª ¥âáï á C, â® ¥áâì, ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î 1.2, ¬®é­®áâì

®¡ê¥ªâ  T ­¥ ¬¥­ìè¥ n + 1, çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ãá«®¢¨î ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 1.5.

�«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨¥ ¡ë«® ­¥¢¥à­ë¬, ¨ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ¤®ª § ­®.

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 1.6. �á«¨ ®¡ê¥ªâ T ¢ ¯®«­®¬ ¡ã«¥¢®¬ â®¯®á¥

¨¬¥¥â ª®­¥ç­ãî ¬®é­®áâì, â® ¡ã«¥¢   «£¥¡à  P (T ) ¢á¥å ¥£® ¯®¤®¡ê¥ªâ®¢

ª®­¥ç­ .
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� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �ãáâì n|¬®é­®áâì ®¡ê¥ªâ  T . �à¥¤¯®«®¦¨¬,

çâ® ¡ã«¥¢   «£¥¡à  ¯®¤®¡ê¥ªâ®¢ T ¡¥áª®­¥ç­ . �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â 2n+1

à §«¨ç­ëå ¯®¤®¡ê¥ªâ®¢ ¢ T . � áá¬®âà¨¬ ª®­¥ç­ãî ¡ã«¥¢ã ¯®¤ «£¥¡àã

B � P (T ), ¯®à®¦¤¥­­ãî íâ¨¬¨ ¯®¤®¡ê¥ªâ ¬¨. �ãáâì k | ç¨á«®  â®¬®¢

ª®­¥ç­®© ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë B. � ª ª ª ¯® â¥®à¥¬¥ �â®ã­  ª®­¥ç­ë¥ ¡ã«¥¢ë

 «£¥¡àë ¨§®¬®àä­ë ¡ã«¥¢ë¬  «£¥¡à ¬ ¢á¥å ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ ¬­®¦¥áâ¢  ¥¥

 â®¬®¢, â® ç¨á«® í«¥¬¥­â®¢ ¢ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡à¥ B à ¢­® 2k. � ª ª ª ¯®

¯®áâà®¥­¨î ¡ã«¥¢   «£¥¡à  B á®¤¥à¦¨â 2n+1 à §«¨ç­ëå í«¥¬¥­â®¢, â®

®âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® k > n. �® ¥áâì ¡ã«¥¢   «£¥¡à  P (T ) á®¤¥à¦¨â k > n

­¥¯ãáâëå ¯®¯ à­® ­¥ ¯¥à¥á¥ª îé¨åáï í«¥¬¥­â®¢, ­® íâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â

ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 1.5. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¡ã«¥¢   «£¥¡à  P (T ) ª®­¥ç­ .

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ 1.5. �¡ê¥ªâ ­ §ë¢ ¥âáï  â®¬ à­ë¬, ¥á«¨ ®­ ­¥¯ãáâ ¨

ã ­¥£® ­¥â ¯®¤®¡ê¥ªâ®¢, ®â«¨ç­ëå ®â ­¥£® á ¬®£® ¨«¨ ¯ãáâ®£® ¯®¤®¡ê¥ªâ .

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 1.7. � ¦¤ë© ª®­¥ç­ë© ®¡ê¥ªâ ¢ ¯®«­®¬

¡ã«¥¢®¬ â®¯®á¥ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥ ª ­®­¨ç¥áª®© ¯àï¬®© áã¬¬ë á¢®¨å

 â®¬ à­ëå ¯®¤®¡ê¥ªâ®¢.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �â® ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ á«¥¤ã¥â ¨§ ¯à¥¤ë¤ãé¥£®

ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï ® ª®­¥ç­®áâ¨ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë ¢á¥å ¯®¤®¡ê¥ªâ®¢ ª®­¥ç­®£®

®¡ê¥ªâ  ¨ â¥®à¥¬ë �â®ã­  ® ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¨ ¥¤¨­¨æë ª®­¥ç­®© ¡ã«¥¢®©

 «£¥¡àë ¢ ¢¨¤¥ ª ­®­¨ç¥áª®© áã¬¬ë ¥¥  â®¬ à­ëå í«¥¬¥­â®¢.

�â ª, ¯ãáâì â¥¯¥àì T |¯à®¨§¢®«ì­ë© ®¡ê¥ªâ ¯®«­®£® â®¯®á  ª®­¥ç­®£®

â¨¯ , ¨ n|¬®é­®áâì ®¡ê¥ªâ  T . � áá¬®âà¨¬ ¡ã«¥¢ã  «£¥¡àã ¯®¤®¡ê¥ªâ®¢

¤¥ª àâ®¢®© áâ¥¯¥­¨ T n. �ãáâì X = fx1; :::; xng | ¬­®¦¥áâ¢® ¯¥à¥¬¥­­ëå.

� áá¬®âà¨¬ ¢ T n ¤®¯®«­¥­¨¥ ª ®¡« áâï¬ ¨áâ¨­­®áâ¨ ¯à¥¤¨ª â®¢ xi = xj
(¤¨ £®­ «ï¬) ¤«ï ¢á¥å ¯ à à §­ëå ¯¥à¥¬¥­­ëå ¨§ X. �§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï

¬®é­®áâ¨ ª®­¥ç­®£® ®¡ê¥ªâ  T á«¥¤ã¥â, çâ® â ª ¯®áâà®¥­­ë© ¯®¤®¡ê¥ªâ

­¥¯ãáâ ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, (â ª ª ª T n | íâ® â®¦¥ ª®­¥ç­ë© ®¡ê¥ªâ ¨, ¯®

ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 1.7,  «£¥¡à  ¯®¤®¡ê¥ªâ®¢ P (T n) | ª®­¥ç­ ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à )

á®¤¥à¦¨â  â®¬ à­ë© (¬¨­¨¬ «ì­ë© ­¥¯ãáâ®©) ¯®¤®¡ê¥ªâ AT � T n.

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ 1.6. �â®¬ à­ë© ¯®¤®¡ê¥ªâ AT � T n, ¯®áâà®¥­­ë©

¯® ª®­¥ç­®¬ã ®¡ê¥ªâã T ¯®«­®£® ¡ã«¥¢®£® â®¯®á  ¯® ¯à ¢¨«ã, ®¯¨á ­­®¬ã

¢ëè¥, ­ §®¢¥¬ ¬ ªá¨¬ «ì­ë¬  â®¬ à­ë¬ ®¡ê¥ªâ®¬ ­ ¤ ®¡ê¥ªâ®¬ T .

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 1.8. �ãáâì T |¯à®¨§¢®«ì­ë© ®¡ê¥ªâ ¯®«­®£® â®¯®á 

ª®­¥ç­®£® â¨¯ , ¨ A | ¯à®¨§¢®«ì­ë©  â®¬ à­ë© ®¡ê¥ªâ, ¤«ï ª®â®à®£®

áãé¥áâ¢ã¥â ¬®àä¨§¬ j : A! AT ¢ ®¯à¥¤¥«¥­­ë© ¢ëè¥  â®¬ à­ë© ®¡ê¥ªâ

AT . �®£¤  ¬­®¦¥áâ¢® ¬®àä¨§¬®¢ C(A;T ) á®áâ®¨â ¨§ n í«¥¬¥­â®¢, £¤¥ n |

¬®é­®áâì ®¡ê¥ªâ  T . �® ¥áâì jC(A;T )j = jT j.
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� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �® ¯®áâà®¥­¨î AT , ª®¬¯®§¨æ¨¨ ¬®àä¨§¬®¢

AT

i

! T n
pr k

! T , £¤¥ i | ª ­®­¨ç¥áª®¥ ¢«®¦¥­¨¥ ¯®¤®¡ê¥ªâ  AT , ¨ prk
| ¯à®¥ªæ¨ï ¤¥ª àâ®¢  ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï ­  k-ë© ¬­®¦¨â¥«ì, à §«¨ç­ë ¤«ï

à §«¨ç­ëå k = 1; :::; n. � ª ª ª ®¡à §  â®¬ à­®£® ®¡ê¥ªâ  ¤®«¦¥­ ¡ëâì

 â®¬ à­ë¬, â® j : A! AT | í¯¨¬®àä¨§¬, ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¢á¥ ¬®àä¨§¬ë

prk � i � j : A! T à §«¨ç­ë ¤«ï k = 1; :::; n.

� ¤àã£®© áâ®à®­ë, ¬­®¦¥áâ¢® ¬®àä¨§¬®¢ C(A;T ) ­ å®¤¨âáï ¢® ¢§ ¨¬­®

®¤­®§­ ç­®¬ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ¬­®¦¥áâ¢®¬ ¬®àä¨§¬®¢ (i� j; f) : A! T n�T ,

£¤¥ f | ¯à®¨§¢®«ì­ë© ¬®àä¨§¬ ¨§ C(A;T ), â ª ª ª ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ¯à®-

¨§¢¥¤¥­¨ï ¯ àë (i � j; f) ¨ (i � j; f 0) à ¢­ë, ¥á«¨ ®­¨ à ¢­ë ¯®ª®®à¤¨­ â-

­®. �¡à §®¬ A ®â­®á¨â¥«ì­® ¬®àä¨§¬  i � j ï¢«ï¥âáï AT . �¡®§­ ç¨¬

ç¥à¥§ A0  â®¬ | ®¡à §  â®¬  A ®â­®á¨â¥«ì­® ¬®àä¨§¬  (i � j; f). �ãáâì

pA0(x1; :::; xn; x
0) ¯à¥¤¨ª â (¬®àä¨§¬ ¨§ T n�T ¢ 
) á ¯®¤®¡« áâìî ¨áâ¨­­®-

áâ¨ A0 � T n�T . �® ¯®áâà®¥­¨î ¯®¤®¡« áâ¨ AT ¨ ¯à¥¤¨ª â  pA0 ¢ë¯®«­ï-

îâáï à ¢¥­áâ¢  pA0 (x1; :::; xn; x
0) ^ (xi 6= xj) = pA0 (x1; :::; xn; x

0) ¤«ï «î¡ëå

¯ à à §­ëå ¯¥à¥¬¥­­ëå ¨§ ¬­®¦¥áâ¢  X = fx1; :::; xng. � ª ª ª ®¡« áâì ¨á-

â¨­­®áâ¨ ¯à¥¤¨ª â  pA0  â®¬ à­ , â® ¯à¥¤¨ª â pA0 ^ (xi 6= x0) «¨¡® «®¦¥­,

«¨¡® á®¢¯ ¤ ¥â á pA0 . �á«¨ ¢ë¯®«­ï¥âáï à ¢¥­áâ¢® pA0 ^ (xi 6= x0) = pA0 ,

â® ¡ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ã ¯à¥¤¨ª â  pA0 §­ ç¥­¨ï ¯¥à¥¬¥­­ëå xi ¨ x0 ­¥

à ¢­ë. �á«¨ ¢ë¯®«­ï¥âáï à ¢¥­áâ¢® pA0 ^ (xi 6= x0) = false, â® ¡ã¤¥¬

£®¢®à¨âì, çâ® ã ¯à¥¤¨ª â  pA0 §­ ç¥­¨ï ¯¥à¥¬¥­­ëå xi ¨ x0 à ¢­ë. �§

®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¬®é­®áâ¨ á«¥¤ã¥â, çâ® ­¥ áãé¥áâ¢ã¥â ¯à¥¤¨ª â®¢ ­  T n�T á

­¥¯ãáâ®© ®¡« áâìî ¨áâ¨­­®áâ¨, ã ª®â®à®£® §­ ç¥­¨ï ¯¥à¥¬¥­­ëå ¯®¯ à­®

­¥ à ¢­ë ¤«ï ç¨á«  ¯¥à¥¬¥­­ëå ¡®«ìè¥, ç¥¬ n. �®íâ®¬ã ¤«ï ¯à¥¤¨ª â  pA0

áà¥¤¨ ¯¥à¥¬¥­­ëå x1; :::; xn; x
0 ®¡ï§ â¥«ì­® ¥áâì ¯¥à¥¬¥­­ë¥, ¯à¨­¨¬ îé¨¥

à ¢­ë¥ §­ ç¥­¨ï. � ª ª ª x1; :::; xn ¯®¯ à­® ­¥ à ¢­ë, â® ¯¥à¥¬¥­­ ï x0 ¢

¯à¥¤¨ª â¥ pA0 à ¢­  ­¥ª®â®à®© ¯¥à¥¬¥­­®© ¨§ x1; :::; xn, ­ ¯à¨¬¥à xk. �®

¥áâì ª®¬¬ãâ â¨¢­  á«¥¤ãîé ï ¤¨ £à ¬¬  ¬®àä¨§¬®¢:

A
j

! AT

i

�! T n

jj jj # (id(T n); prk)

A
j

! AT

(i;f)
�! T n � T

�¥¬ á ¬ë¬ ¤®ª § ­®, çâ® «î¡®© ¬®àä¨§¬ f : A! T á®¢¯ ¤ ¥â á prk � i � j

¤«ï ­¥ª®â®à®£® k. �â® § ¢¥àè ¥â ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 1.8.

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 1.9. �«ï «î¡®£® ®¡ê¥ªâ  T ¯®«­®£® â®¯®á 

ª®­¥ç­®£® â¨¯  C ¨ «î¡®£®  â®¬ à­®£® ®¡ê¥ªâ  A íâ®© ª â¥£®à¨¨ ¢ë¯®«-
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­ï¥âáï á«¥¤ãîé¥¥ ­¥à ¢¥­áâ¢® jC(A;T )j � jT j, £¤¥ jC(A;T )j | ¬®é­®áâì

¬­®¦¥áâ¢a ¬®àä¨§¬®¢,   jT j | ¬®é­®áâì ®¡ê¥ªâ .

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. � áá¬®âà¨¬ ¤¥ª àâ®¢® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ A�AT ,

£¤¥ AT |  â®¬ à­ë© ®¡ê¥ªâ, ¯®áâà®¥­­ë© ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ®¯à¥¤¥«¥­¨-

¥¬ 1.6. � ª ª ª ¢ ¯®«­®© ª â¥£®à¨¨ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ­¥¯ãáâëå ®¡ê¥ªâ®¢ ­¥¯ã-

áâ® (á¬. ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ 1.4), â® áãé¥áâ¢ã¥â  â®¬ à­ë© ®¡ê¥ªâ A0 � A�AT .

�®¬¯®§¨æ¨ï íâ®£® ¢«®¦¥­¨ï á ¯à®¥ªæ¨¥© ­  ¯¥à¢ë© á®¬­®¦¨â¥«ì ¤ ¥â ¬®à-

ä¨§¬ A0
! A. � ª ª ª ®¡à § ­¥¯ãáâ®£® ®¡ê¥ªâ  ­¥¯ãáâ, ¨ A |  â®¬ à­ë©

®¡ê¥ªâ, â® íâ®â ¬®àä¨§¬ | í¯¨¬®àä¨§¬ ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¨¬¥¥âáï ¢«®¦¥-

­¨¥ C(A;T ) ,! C(A0; T ). �âáî¤  jC(A;T )j � jC(A0; T )j. � ¤àã£®© áâ®à®­ë,

ª®¬¯®§¨æ¨ï ¢«®¦¥­¨ï A0 � A � AT á ¯à®¥ªæ¨¥© ­  ¢â®à®© á®¬­®¦¨â¥«ì

¤ ¥â ¬®àä¨§¬ A0 ! AT . �à¨¬¥­ïï ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ 1.8, ¯®«ãç¨¬ à ¢¥­áâ¢®

jC(A0; T )j = jT j. �®¯®áâ ¢¨¢ íâ® à ¢¥­áâ¢® á ¯à¥¤ë¤ãé¨¬ ­¥à ¢¥­áâ¢®¬,

¯®«ãç¨¬ âà¥¡ã¥¬®¥ ¢ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¨ 1.9 ­¥à ¢¥­áâ¢®.

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 1.10. �ãáâì T | ¯à®¨§¢®«ì­ë© ®¡ê¥ªâ

¯®«­®£® â®¯®á  ª®­¥ç­®£® â¨¯ , ¨ AT | ¬ ªá¨¬ «ì­ë©  â®¬ à­ë© ®¡ê¥ªâ

­ ¤ ®¡ê¥ªâ®¬ T , ¯®áâà®¥­­ë© ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î 1.6. �®£¤  ¤«ï «î¡®£®

 â®¬ à­®£® ¯®¤®¡ê¥ªâ  A � T k áãé¥áâ¢ã¥â í¯¨¬®àä¨§¬ AT ! A, £¤¥ k

| ¯à®¨§¢®«ì­®¥ ­ âãà «ì­®¥ ç¨á«®.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �ãáâì A � T k | ¯à®¨§¢®«ì­ë©

 â®¬ à­ë© ¯®¤®¡ê¥ªâ ®¡ê¥ªâ  T k. � ª ª ª AT ¨ A |  â®¬ë, â® ®­¨

­¥¯ãáâë ¨, á®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 1.4, ­¥¯ãáâ® ¨å ¤¥ª àâ®¢® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥

AT � A. � áá¬®âà¨¬  â®¬ A0 ¢ ¤¥ª àâ®¢®¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¨ AT � A �

T n
�T k. �®¬¯®§¨æ¨¨ ¢«®¦¥­¨ï A0

� AT �A á ¯à®¥ªæ¨ï¬¨ ¤ îâ ¬®àä¨§¬ë

A0 ! AT ¨ A0 ! A. � ª ª ª ®¡à §  â®¬  ¢ ¯®«­®¬ ¡ã«¥¢®¬ â®¯®á¥

ï¢«ï¥âáï  â®¬®¬, â®, â¥¬ á ¬ë¬, ¯®áâà®¥­ë í¯¨¬®àä¨§¬ë ¨§ A0 ­  AT ¨

A. �«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï ¤®áâ â®ç­® ¯®ª § âì, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â

¬®àä¨§¬ ¨§ AT ­  A0, â®£¤  ª®¬¯®§¨æ¨ï íâ®£® ¬®àä¨§¬  á ¯®áâà®¥­­ë¬

¬®àä¨§¬®¬ ¨§ A0 ­  A ¤ áâ âà¥¡ã¥¬ë© ¬®àä¨§¬.

�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï ¬®àä¨§¬  ¨§ AT ­  A0 ¢¢¥¤¥¬ ®¡®-

§­ ç¥­¨ï. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ pA0 (x1; :::; xn; x
0
1; :::; x

0
k
) ¯à¥¤¨ª â (¬®àä¨§¬ ¨§

T n � T k ¢ 
) á ¯®¤®¡« áâìî ¨áâ¨­­®áâ¨ A0 � T n � T k. �® ¯®áâà®¥­¨î

¯®¤®¡« áâ¨ AT ¨ ¯à¥¤¨ª â  pA0 ¢ë¯®«­ïîâáï à ¢¥­áâ¢ 

pA0(x1; :::; xn; x
0
1; :::; x

0
k
) ^ (xi 6= xj) = pA0(x1; :::; xn; x

0
1; :::; x

0
k
)

¤«ï «î¡ëå ¯ à à §­ëå ¯¥à¥¬¥­­ëå ¨§ ¬­®¦¥áâ¢  X = fx1; :::; xng. � ª

ª ª ®¡« áâì ¨áâ¨­­®áâ¨ ¯à¥¤¨ª â  pA0  â®¬ à­ , â® ¯à¥¤¨ª â pA0 ^ (xi 6=
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x0
j
) «¨¡® «®¦¥­, «¨¡® á®¢¯ ¤ ¥â á pA0 . �á«¨ ¢ë¯®«­ï¥âáï à ¢¥­áâ¢®

pA0 ^ (xi 6= x0
j
) = pA0 , â® ¡ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ã ¯à¥¤¨ª â  pA0 §­ ç¥­¨ï

¯¥à¥¬¥­­ëå xi ¨ x0
j
­¥ à ¢­ë. �á«¨ ¢ë¯®«­ï¥âáï à ¢¥­áâ¢® pA0 ^ (xi 6=

x0
j
) = false, â® ¡ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ã ¯à¥¤¨ª â  pA0 §­ ç¥­¨ï ¯¥à¥¬¥­­ëå

xi ¨ x
0
j
à ¢­ë.

�§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¬®é­®áâ¨ á«¥¤ã¥â, çâ® ­¥ áãé¥áâ¢ã¥â ¯à¥¤¨ª â®¢ ­ 

T n�T k á ­¥¯ãáâ®© ®¡« áâìî ¨áâ¨­­®áâ¨ , ã ª®â®àëå §­ ç¥­¨ï ¯¥à¥¬¥­­ëå

¯®¯ à­® ­¥à ¢­ë ¤«ï ç¨á«  ¯¥à¥¬¥­­ëå ¡®«ìè¥, ç¥¬ n. �®íâ®¬ã ¤«ï

¯à¥¤¨ª â  pA0 áà¥¤¨ ¯¥à¥¬¥­­ëå (x1; :::; xn; x
0
j
), ¤«ï j = 1; :::; k, ®¡ï§ â¥«ì­®

¥áâì ¯¥à¥¬¥­­ë¥,¯à¨­¨¬ îé¨¥ à ¢­ë¥ §­ ç¥­¨ï. � ª ª ª x1; :::; xn ¯®¯ à­®

­¥ à ¢­ë, â® ¯¥à¥¬¥­­ ï x0
j
à ¢­  ­¥ª®â®à®© ¯¥à¥¬¥­­®© ¨§ x1; :::; xn,

ª®â®àãî ¬ë ®¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ '(x0
j
).

� áá¬®âà¨¬ ¬®àä¨§¬ � ¨§ ¤¥ª àâ®¢  ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï T n = Tx1�:::�Txn ¢

¤¥ª àâ®¢® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ T n+k = Tx1�:::�Txk�Tx01�:::�Tx0n, £¤¥ Txi; Tx0j |

íª§¥¬¯«ïàë ®¡ê¥ªâ  T , ¤«ï i = 1; ::n ¨ j = 1; :::; k, â ª®©, çâ® ª®¬¯®§¨æ¨ï

¬®àä¨§¬  � á ¯à®¥ªæ¨¥© T n+k ­  Txi á®¢¯ ¤ ¥â á ¯à®¥ªæ¨¥© T n ­  Txi,  

ª®¬¯®§¨æ¨ï ¬®àä¨§¬  � á ¯à®¥ªæ¨¥© T n+k ­  Tx0j á®¢¯ ¤ ¥â á ¯à®¥ªæ¨¥©

T n ­  T'(x0j). �® ¯®áâà®¥­¨î, ®¡à § ¯®¤®¡ê¥ªâ  AT � T n ®â­®á¨â¥«ì­®

¬®àä¨§¬  � á®¤¥à¦¨âáï ¢ ¯®¤®¡ê¥ªâ¥ A0 � T n+k. (� ¬¥â¨¬, ªà®¬¥ â®£®,

çâ® ¯® ¯®áâà®¥­¨î ª®¬¯®§¨æ¨ï ®£à ­¨ç¥­¨ï ¬®àä¨§¬  � ­  AT , â® ¥áâì

�jAT : AT ! A0, á ¬®àä¨§¬®¬ A0 ! AT ¤ ¥â â®¦¤¥áâ¢¥­­ë© ¬®àä¨§¬ ­ 

AT .) � ª ª ª ¢ ¯®«­®¬ ¡ã«¥¢®¬ â®¯®á¥ ®¡à §  â®¬  ï¢«ï¥âáï  â®¬®¬, â®

�(AT ) = A0 . �â® § ¢¥àè ¥â ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 1.10.

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 1.11. �«ï «î¡ëå ¤¢ãå ¬®àä¨§¬®¢ j; j0 : A! AT

¨§ ¯à®¨§¢®«ì­®£®  â®¬ à­®£® ®¡ê¥ªâ  A ¯®«­®£® â®¯®á  ª®­¥ç­®£® â¨¯ 

¢  â®¬ à­ë© ®¡ê¥ªâ AT , ¯®áâà®¥­­ë© ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î 1.6, áãé¥áâ¢ã¥â

¬®àä¨§¬ g : AT ! AT , çâ® j0 à ¢¥­ ª®¬¯®§¨æ¨¨ ¬®àä¨§¬®¢ j ¨ g, â®

¥áâì j0 = g � j.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. � ác¬®âà¨¬ ¬®àä¨§¬ A ! T n
� T n,

ª®â®àë© ï¢«ï¥âáï ª®¬¯®§¨æ¨¥© ¬®àä¨§¬®¢ A
(j;j0)
! AT � AT ¨ AT � AT �

T n � T n, £¤¥ n | ¬®é­®áâì ®¡ê¥ªâ  T . �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ A0 ®¡à §

íâ®£® ¬®àä¨§¬  ¢ ®¡ê¥ªâ¥ T n � T n. � ª ª ª A |  â®¬ à­ë© ®¡ê¥ªâ,

â® ¨ A0 � T n � T n |  â®¬ à­ë© ¯®¤®¡ê¥ªâ. �®¢â®àïï à ááã¦¤¥­¨ï

¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¯à¥¤ë¤ãé¥£® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï, ¯®áâà®¨¬ ¬®àä¨§¬ � : T n !

T n � T n, ª®¬¯®§¨æ¨ï ª®â®à®£® á ¯à®¥ªæ¨¥© ­  ¯¥à¢ë© á®¬­®¦¨â¥«ì ¥áâì

â®¦¤¥áâ¢¥­­ë© ¬®àä¨§¬, ¨ ®¡à § ¯®¤®¡ê¥ªâ  AT � T n ®â­®á¨â¥«ì­® �
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¥áâì A0. �âáî¤ , ­¥âàã¤­® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® âà¥¡ã¥¬ë© ¢ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¨ 1.11

¬®àä¨§¬ g ¥áâì ª®¬¯®§¨æ¨ï ®£à ­¨ç¥­¨ï ¬®àä¨§¬  � ­  AT á ¯à®¥ªæ¨¥©

T n
� T n ­  ¢â®à®© á®¬­®¦¨â¥«ì.

� « ¥ ¤ á â ¢ ¨ ¥ 1.12. �«ï «î¡®£® ®¡ê¥ªâ  T ¯®«­®£® â®¯®á  ª®­¥ç­®£®

â¨¯  ¯à®¨§¢®«ì­ë© ¬®àä¨§¬ h : AT ! AT  â®¬ à­®£® ®¡ê¥ªâ  AT ï¢«ï¥âáï

¨§®¬®àä¨§¬®¬, ¨ ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¬®àä¨§¬®¢ C(AT ; AT ) ®¡à §ã¥â £àã¯¯ã

®â­®á¨â¥«ì­® ®¯¥à æ¨¨ ª®¬¯®§¨æ¨¨.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. � ª ª ª AT  â®¬ à­ë© ®¡ê¥ªâ, ¨ ®¡à §

 â®¬ à­®£® ®¡ê¥ªâ   â®¬ à¥­,â® h | í¯¨¬®àä¨§¬. � ¤àã£®© áâ®à®­ë,

¥á«¨ à áá¬®âà¥âì ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ 1.11 ¢ á«ãç ¥, ª®£¤  A = AT , j
0 = 1T ¨

j = h, â® ¯®«ãç¨¬, çâ® h ¨¬¥¥â «¥¢ë© ®¡à â­ë©, â® ¥áâì h|¬®­®¬®àä¨§¬.

�«¥¤®¢ â¥«ì­®, h | ¨§®¬®àä¨§¬ ¨ C(AT ; AT ) | £àã¯¯   ¢â®¬®àä¨§¬®¢

®¡ê¥ªâ  AT .

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 1.13. �ãáâì T1 ¨ T2 | ¯à®¨§¢®«ì­ë¥ ®¡ê¥ªâë

¯®«­®£® â®¯®á  ª®­¥ç­®£® â¨¯  C. �®£¤  ¬®é­®áâì ª®¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï T1 t T2
à ¢­  áã¬¬¥ ¬®é­®áâ¥© ®¡ê¥ªâ®¢ T1 ¨ T2, â® ¥áâì jT1 t T2j = jT1j+ jT2j.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �¢¥¤¥¬ ®¡®§­ ç¥­¨¥ T3 = T1 t T2. � áá¬®-

âà¨¬  â®¬ à­ë© ¯®¤®¡ê¥ªâ A ¢ ¤¥ª àâ®¢®¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¨ AT3
�AT1

�AT2
,

£¤¥ AT3
, AT1

, AT2
|  â®¬ à­ë¥ ®¡ê¥ªâë, ¯®áâà®¥­­ë¥ ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î 1.6

¨§ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ®¡ê¥ªâ®¢. �®¬¯®§¨æ¨¨ íâ®£® ¢«®¦¥­¨ï á ¯à®¥ªæ¨ï¬¨

¤ ¤ãâ ¬®àä¨§¬ë A ! AT3
, A ! AT1

, A ! AT2
. �âáî¤  ¨ ¯® ãâ¢¥à¦¤¥-

­¨î 1.8, ¨¬¥¥¬ à ¢¥­áâ¢ : jC(A;T1 t T2)j = jT1 t T2j, jC(A;T1)j = jT1j,

jC(A;T2)j = jT2j.

� ¤àã£®© áâ®à®­ë, â ª ª ª A |  â®¬, â® ®¡à § ¬®àä¨§¬  ¨§ A ¢

T1 t T2 ¤®«¦¥­ «¥¦ âì «¨¡® ¢ T1, «¨¡® ¢ T2, ¯®íâ®¬ã C(A;T1 t T2) �

C(A;T1)t C(A;T2). �âáî¤  ¨ ¨§ ¯à¥¤ë¤ãé¨å à ¢¥­áâ¢ á«¥¤ã¥â âà¥¡ã¥¬®¥

¢ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¨ 1.13 à ¢¥­áâ¢®.

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 1.14. �«ï «î¡ëå ¤¢ãå ®¡ê¥ªâ®¢ T1 ¨ T2
¯®«­®£® â®¯®á  ª®­¥ç­®£® â¨¯  ¬®é­®áâì ®¡ê¥ªâ  T1� T2 | ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï

®¡ê¥ªâ®¢ T1 ¨ T2, à ¢­  ¯à®¨§¢¥¤¥­¨î ¬®é­®áâ¥© ®¡ê¥ªâ®¢ T1 ¨ T2, â® ¥áâì

jT1 � T2j = jT1j � jT2j.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �¢¥¤¥¬ ®¡®§­ ç¥­¨¥ T3 = T1 � T2.

� áá¬®âà¨¬  â®¬ à­ë© ¯®¤®¡ê¥ªâ A ¤¥ª àâ®¢  ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï  â®¬ à­ëå

®¡ê¥ªâ®¢ AT3
, AT1

¨ AT2
, ª®â®àë¥ áâà®ïâáï ¤«ï ®¡ê¥ªâ  T3, T1 ¨ T2

á®£« á­® ®¯à¥¤¥«¥­¨î 1.6. �®¬¯®§¨æ¨¨ ¢«®¦¥­¨ï á ¯à®¥ªæ¨ï¬¨ ï¢«ïîâáï

¬®àä¨§¬ ¬¨ ¨§ A ¢ AT3
, AT1

¨ AT2
. �âáî¤ , á®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 1.8,
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¨¬¥¥¬ à ¢¥­áâ¢ :

jC(A;T1� T2)j = jT1 � T2j; jC(A;T1)j = jT1j ¨ jC(A;T2)j = jT2j:

� ¤àã£®© áâ®à®­ë, ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ¤¥ª àâ®¢  ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï ¨¬¥¥¬ ¡¨¥ªæ¨î

C(A;T1 � T2) � C(A;T1)� C(A;T2):

�âáî¤  ¨ ¨§ ¯à¥¤ë¤ãé¨å âà¥å à ¢¥­áâ¢ ¯®«ãç ¥¬ âà¥¡ã¥¬®¥ ¢ ãâ¢¥à¦¤¥-

­¨¨ 1.14 à ¢¥­áâ¢®.

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 1.15. �«ï «î¡ëå ¤¢ãå ®¡ê¥ªâ®¢ T1 ¨ T2 ¯®«­®£®

â®¯®á  ª®­¥ç­®£® â¨¯  ¬®é­®áâì ®¡ê¥ªâ  T1 ) T2 | íªá¯®­¥­æ¨ «  ®¡ê-

¥ªâ®¢ T1 ¨ T2, à ¢­  ¬®é­®áâ¨ ®¡ê¥ªâ  T2 ¢ áâ¥¯¥­¨ ¬®é­®áâ¨ ®¡ê¥ªâ  T2,

â® ¥áâì jT1 ) T2j = jT2j
jT1j.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �ãáâì T3 = T1 � T2, AT3
, AT1

¨ AT2

â¥ ¦¥ ®¡ê¥ªâë, çâ® ¨ ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 1.14. �¡®§­ ç¨¬

ç¥à¥§ A |  â®¬ à­ë© ®¡ê¥ªâ ­ ¤ ª®¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬  â®¬ à­ëå ®¡ê¥ªâ®¢

AT3
t AT1

t AT2
. �®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 1.10, £¤¥ T ¯®« £ ¥âáï à ¢­ë¬

AT3
tAT1

tAT2
; AT = A ¨ k = 1, áãé¥áâ¢ãîâ ¬®àä¨§¬ë ¨§ A ¢ AT3

, AT1
¨

AT2
. �âáî¤ , á®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 1.8 ¨¬¥¥¬ à ¢¥­áâ¢  jC(A;T1)j = jT1j

¨ jC(A;T2)j = jT2j. � ¤àã£®© áâ®à®­ë, ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î íªá¯®­¥­æ¨ « 

®¡ê¥ªâ®¢ ¨¬¥¥¬ ¡¨¥ªæ¨î ¬­®¦¥áâ¢

C(A;T1 ) T2) � C(A� T1; T2):

�®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 1.7 ®¡ê¥ªâ A� T1 ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥ ª®­¥ç­®©

¯àï¬®© áã¬¬ë á¢®¨å  â®¬®¢, â® ¥áâì A � T1 = A1 t ::: t Ak. � ¤àã£®©

áâ®à®­ë, ª ¦¤ë©  â®¬ Ai � A � T1 ¨§®¬®àä¥­ A, â ª ª ª ª®¬¯®§¨æ¨ï

¢«®¦¥­¨ï Ai á ¯à®¥ªæ¨¥© A � T1 ­  ¯¥à¢ë© á®¬­®¦¨â¥«ì ¤ ¥â ¬®àä¨§¬

qi : Ai ! A ¨§ Ai ­  A,   ¯® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 1.10 áãé¥áâ¢ã¥â ¬®àä¨§¬ pi :

A ! Ai ¨§ A ­  Ai. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ gi : A ! A ª®¬¯®§¨æ¨î ¬®àä¨§¬®¢

pi ¨ qi, â® ¥áâì gi = qi � pi. � ª ª ª, ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á® á«¥¤áâ¢¨¥¬ 1.12, ¢á¥

¬®àä¨§¬ë ¨§ A ¢ A ¨§®¬®àä¨§¬ë, â® áãé¥áâ¢ã¥â g�1
i

¨ g�1
i
� qi � pi = 1A.

�âáî¤ , â ª ª ª pi ¨¬¥¥â «¥¢ë© ®¡à â­ë©, ¬®àä¨§¬ pi | ¬®­®¬®àä¨§¬.

� ¤àã£®© áâ®à®­ë, â ª ª ª ®¡à §  â®¬ à­®£® ®¡ê¥ªâ   â®¬ à¥­, â® pi |

í¯¨¬®àä¨§¬. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, Ai ¨§®¬®àä­ë A, ¤«ï i = 1; :::; k. � ª¨¬

®¡à §®¬, A � T1 � kA. �«ï ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ç¨á«  k à áá¬®âà¨¬ ¯®¤®¡ê¥ªâ

A � A�T1. �®¬¯®§¨æ¨ï ¢«®¦¥­¨ï á ¯à®¥ªæ¨¥© ­  ¯¥à¢ë© á®¬­®¦¨â¥«ì ¤ ¥â
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â®¦¤¥áâ¢¥­­ë© ¬®àä¨§¬,   ª®¬¯®§¨æ¨ï á ¯à®¥ªæ¨¥© ­  ¢â®à®© á®¬­®¦¨â¥«ì

¤ ¥â ­¥ª®â®àë© ¬®àä¨§¬ f : A ! T1. �âáî¤ , ª ¦¤ë© â ª®© ¯®¤®¡ê¥ªâ

A � A� T1 ï¢«ï¥âáï £à ä¨ª®¬ ­¥ª®â®à®£® ¬®àä¨§¬ . � ¤àã£®© áâ®à®­ë,

¤«ï «î¡ëå ¤¢ãå ¬®àä¨§¬®¢ f1; f2 : A! T1 ¨å £à ä¨ª¨ ï¢«ïîâáï  â®¬ ¬¨,

¨§®¬®àä­ë¬¨ A, ¨ ®­¨ «¨¡® á®¢¯ ¤ îâ (¢ íâ®¬ á«ãç ¥ f1 = f2), «¨¡®

­¥ ¯¥à¥á¥ª îâáï. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯®¤®¡ê¥ªâë f : A ! T1 ­ å®¤ïâáï ¢®

¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­®¬ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ¬®àä¨§¬ ¬¨ f : A ! T1, ¨ ç¨á«® k

à ¢­® ¬®é­®áâ¨ ¬­®¦¥áâ¢  C(A;T1), ª®â®à®¥ ¯® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 1.8 à ¢­®

jT1j. �â ª, ¤®ª § ­ ¨§®¬®àä¨§¬ A�T1 � jT1jA. �âáî¤  ¨ ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î

íªá¯®­¥­æ¨ «  ®¡ê¥ªâ®¢ ¨ ª®¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï ¨¬¥¥¬:

C(A;T1 ) T2) � C(A� T1; T2) � C(jT1jA;T2) � (C(A;T2))
jT1j:

�à¨¬¥­ïï ª ¯®«ãç¥­­®¬ã à ¢¥­áâ¢ã ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ 1.8, ¯®«ãç¨¬ âà¥¡ã¥¬®¥ ¢

ãâ¢¥à¦¤¥­¨¨ 1.15 à ¢¥­áâ¢® jT1 ) T2j = jT2j
jT1j.

�ãáâì C | ¯®«­ë© â®¯®á ª®­¥ç­®£® â¨¯ , ¨ T1; :::; Tn | ª®­¥ç­®¥

¬­®¦¥áâ¢® ®¡ê¥ªâ®¢ ª â¥£®à¨¨ C â ª¨å, çâ® ®­¨ ¨ ­¥ª®â®àë¥ ¬®àä¨§¬ë

¬¥¦¤ã ­¨¬¨ ï¢«ïîâáï ®¡à §ãîé¨¬¨ ª â¥£®à¨¨ C. � áá¬®âà¨¬ ª®¯à®¨§-

¢¥¤¥­¨¥ íâ¨å ®¡ê¥ªâ®¢ D = T1 t ::: t Tn. � ª ª ª Ti, ¤«ï i = 1; :::; n,

¯® ãá«®¢¨î ª®­¥ç­ë¥ ®¡ê¥ªâë, â® ¨ D | ª®­¥ç­ë© ®¡ê¥ªâ (ãâ¢¥à¦¤¥-

­¨¥ 1.13). �®áâà®¨¬  â®¬ à­ë© ®¡ê¥ªâ AD ª â¥£®à¨¨ C ¯® ®¡ê¥ªâã D ¢

á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ®¯à¥¤¥«¥­¨¥¬ 1.6. ¨ à áá¬®âà¨¬ ¯®«­ãî ¯®¤ª â¥£®à¨î CAD

ª â¥£®à¨¨ C, á®áâ®ïéãî ¨§ ®¡ê¥ªâ®¢ T , ¤«ï ª®â®àëå ¢ë¯®«­ïîâáï à ¢¥­-

áâ¢® jT j = jC(AD; T )j.

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 1.16. �®¤ª â¥£®à¨ï CAD ¯®«­®£® â®¯®á  ª®­¥ç­®£®

â¨¯  C á®¢¯ ¤ ¥â á C.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �ç¥¢¨¤­®, çâ® I 2 CAD ¨ 
 = I t I 2 CAD .

�®ª ¦¥¬, çâ® ¢á¥ ®¡à §ãîé¨¥ T1; :::; Tn  «£¥¡à ¨ç¥áª®£® â®¯®á  C â ª¦¥

¯à¨­ ¤«¥¦ â CAD . �®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï¬ 1.13 ¨ 1.8 ¨¬¥¥¬ à ¢¥­áâ¢ 

jT1j + ::: + jTnj = jDj = jC(AD;D)j. � ¤àã£®© áâ®à®­ë, â ª ª ª AT

|  â®¬ à­ë© ®¡ê¥ªâ ¨ ®¡à §  â®¬ à­®£® ®¡ê¥ªâ  ¤®«¦¥­ á®¤¥à¦ âìáï

¢ ®¤­®¬ ¨§ á« £ ¥¬ëå ª®¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï, â®

jC(AD;D)j = jC(AD; T1 t :::t Tn)j = jC(AD; T1)j t ::: t jC(AD; Tn)j:

�® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 1.9 ¢ë¯®«­ï¥âáï ­¥à ¢¥­áâ¢  jC(AD; Ti)j � jTij, ¤«ï i =

1; :::; n. �®íâ®¬ã ¯®«ãç¥­­®¥ à ­¥¥ à ¢¥­áâ¢® jC(AD;D)j = jT1j+ :::+ jTnj

¬®¦¥â ¢ë¯®«­¨âìáï â®«ìª® ¯à¨ ãá«®¢¨¨ ¢ë¯®«­¥­¨ï à ¢¥­áâ¢ jC(AD; Ti)j =
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jTij, ¤«ï i = 1; :::; n. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤®ª § ­®, çâ® ®¡à §ãîé¨¥ Ti
 «£¥¡à ¨ç¥áª®£® â®¯®á  C ¯à¨­ ¤«¥¦ â ª â¥£®à¨¨ CAD .

� á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ®¯à¥¤¥«¥­¨¥¬  «£¥¡à ¨ç¥áª®£® â®¯®á  á ¬­®¦¥áâ¢®¬

®¡à §ãîé¨å, ¤«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 1.16 ®áâ «®áì ¤®ª § âì, çâ®

CAD |  «£¥¡à ¨ç¥áª¨© â®¯®á. �® ¥áâì ®áâ «®áì ¤®ª § âì, çâ®, ¥á«¨ T1 ¨ T2
| ®¡ê¥ªâë ª â¥£®à¨¨ CAD , â® ¯à®¨§¢®«ì­ë© ¯®¤®¡ê¥ªâ T � T1, ¤¥ª àâ®¢®

¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ®¡ê¥ªâ®¢ T1�T2 ¨ íªá¯®­¥­æ¨ « ®¡ê¥ªâ®¢ T1 ) T2| ®¡ê¥ªâë

ª â¥£®à¨¨ CAD .

�¥à¢®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ¤®áâ â®ç­® ®ç¥¢¨¤­®, â ª ª ª, ¥á«¨ ¡ë ¢ë¯®«­ï-

«®áì ­¥à ¢¥­áâ¢® jC(AD; T )j < jT j, â® ¢ë¯®«­ï«®áì ¡ë ­¥à ¢¥­áâ¢®

jC(AD; T1)j = jC(AD; T t T
0)j = jC(AD; T ) t C(AD; T

0)j =

= jC(AD; T )j+ jC(AD; T
0)j < jT j+ jT 0

j = jT1j;

£¤¥ T 0 | ¤®¯®«­¥­¨¥ ¯®¤®¡ê¥ªâ  T ¢ T1. �â® ­¥à ¢¥­áâ¢® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â

¨áå®¤­®¬ã ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨î, çâ® T1 | ®¡ê¥ªâ ª â¥£®à¨¨ CAD , â® ¥áâì

¢ë¯®«­ï¥âáï à ¢¥­áâ¢® jC(AD; T1)j = jT1j.

�â®à®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ â ª¦¥ ¤®áâ â®ç­® ®ç¥¢¨¤­® ¢ á¨«ã à ¢¥­áâ¢a jT1�

T2j = jT1j � jT2j, ª®â®à®¥ ¢ë¯®«­ï¥âáï ¯® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 1.14, ¨ ¨§ à ¢¥­áâ¢ 

jC(AD; T1 � T2)j = jC(AD; T1)� C(AD; T2)j =

= jC(AD; T1)j � jC(AD; T2)j = jT1j � jT2j;

ª®â®à®¥ á«¥¤ã¥â ¨§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¤¥ª àâ®¢  ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï ¨ ¨áå®¤­ëå ¯à¥¤-

¯®«®¦¥­¨© ®â­®á¨â¥«ì­® ®¡ê¥ªâ®¢ T1 ¨ T2.

�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ®áâ ¢è¥£®áï à ¢¥­áâ¢ 

jC(AD; T1 ) T2)j = jT1 ) T2j

¤®ª ¦¥¬ á­ ç «  ¨§®¬®àä¨§¬ AD � T1 � jT1jAD.

� ®¤­®© áâ®à®­ë, â ª ª ª £à ä¨ª ª ¦¤®£® ¬®àä¨§¬  AD ! T1 ¢ë¤¥«ï¥â

¯®¤®¡ê¥ªâ ¢ AD � T1, ¨§®¬®àä­ë© AD, ¨ ¤«ï à §­ëå ¬®àä¨§¬®¢ íâ¨

¯®¤®¡ê¥ªâë ­¥ ¯¥à¥á¥ª îâáï ¢ á¨«ã  â®¬ à­®áâ¨ AD, ¨¬¥¥¬ ¬®­®¬®àä¨§¬

jC(AD; T1)jAD ,! AD � T1. � ¬¥â¨¬, çâ® ¯® ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨î jC(AD; T1)j =

jT1j. �«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢ , çâ® íâ®â ¬®­®¬®àä¨§¬ ï¢«ï¥âáï ¨§®¬®àä¨§¬®¬

¯®ª ¦¥¬, çâ® ¤®¯®«­¥­¨¥ íâ®£® ¯®¤®¡ê¥ªâ  ¯ãáâ®. �á«¨ ¡ë ¤®¯®«­¥­¨¥

¡ë«® ­¥¯ãáâ®, â®, ¯® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 1.13, ¬®é­®áâì ®¡ê¥ªâ  ¤®«¦­  ¡ëâì

áâà®£® ¡®«ìè¥ ¬®é­®áâ¨ ¯®¤®¡ê¥ªâ , ­®, á®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 1.13,
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¬®é­®áâì ¯®¤®¡ê¥ªâ  à ¢­  jjT1jADj = jT1j � jADj,   ¬®é­®áâì ®¡ê¥ªâ ,

á®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 1.14, jAD�T1j = jADj�jT1j. �® ¥áâì ®­¨ á®¢¯ ¤ îâ,

¨ AD � T1 � jT1jAD.

�   ¬ ¥ ç   ­ ¨ ¥ 1.2. � [18] à áá¬ âà¨¢ «®áì ¯®­ïâ¨¥ «®ª «ì­® ¯®-

áâ®ï­­®£® ª®­¥ç­®£® ®¡ê¥ªâ  ¢ â®¯®á¥ C. �¡ê¥ªâ T ¢ â®¯®á¥ ­ §ë¢ ¥âáï

«®ª «ì­® ¯®áâ®ï­­® ª®­¥ç­ë¬, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â â ª®© ®¡ê¥ªâ V , ¨¬¥îé¨©

£«®¡ «ì­ë© ­®á¨â¥«ì (â® ¥áâì ®¡à § ¬®àä¨§¬  V ! I ¢ ä¨­ «ì­ë© ®¡ê¥ªâ

á®¢¯ ¤ ¥â á® ¢á¥¬ I), çâ® ¤¥ª àâ®¢® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ T � V ¢¬¥áâ¥ á ¯à®¥ª-

æ¨¥© ­  ¢â®à®© á®¬­®¦¨â¥«ì ¨§®¬®àä­® ª®¯à®¨§¢¥¤¥­¨î ª®­¥ç­®£® ç¨á« 

ä¨­ «ì­ëå ®¡ê¥ªâ®¢ ¢ â®¯®á¥ CV | «®ª «¨§ æ¨¨ â®¯®á  C ­ ¤ ®¡ê¥ªâ®¬ V

(â® ¥áâì T �V � V t :::tV , ¯à¨ç¥¬ ¯à®¥ªæ¨ï ­  V ¯¥à¥å®¤¨â ¢ ª®¯à®¨§¢¥-

¤¥­¨¥ â®¦¤¥áâ¢¥­­ëå ¬®àä¨§¬®¢ id(V ) t ::: t id(V ) ). �®ª § ­­ë© â®«ìª®

çâ® ¨§®¬®àä¨§¬ AD � T1 � jT1jAD ¯® áãâ¨ ¯®ª §ë¢ ¥â, ¥á«¨ ¢§ïâì T = T1
¨ V = AT , çâ® ¢ â®¯®á¥ ª®­¥ç­®£® â¨¯  ¢á¥ ®¡ê¥ªâë «®ª «ì­® ¯®áâ®ï­­®

ª®­¥ç­ë.

� áá¬®âà¨¬, â¥¯¥àì, jT1 ) T2j. � á¨«ã ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 1.15 ¨¬¥¥¬ à ¢¥­-

áâ¢® jT1 ) T2j = jT2j
jT1j. � ¤àã£®© áâ®à®­ë, ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î íªá¯®­¥­æ¨ « 

®¡ê¥ªâ®¢, ¢ á¨«ã ¤®ª § ­­®£® ¢ëè¥ ¨§®¬®àä¨§¬ , ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ª®¯à®¨§-

¢¥¤¥­¨ï ¨ ¢ á¨«ã ¨áå®¤­®£® ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨ï ®¡ ®¡ê¥ªâ å, ¨¬¥¥¬ à ¢¥­áâ¢®:

jC(AD; T1 ) T2)j = jC(AD � T1; T2)j = jC(jT1jAD; T2)j =

= jC(AD; T2)j
jT1j = jT2j

jT1j:

�§ ¯®á«¥¤­¨å ¤¢ãå à ¢¥­áâ¢ á«¥¤ã¥â âà¥¡ã¥¬®¥ à ¢¥­áâ¢®.

�â ª, ¯ãáâì C | ¯®«­ë© â®¯®á ª®­¥ç­®£® â¨¯  ¨ AD  â®¬ à­ë© ®¡ê¥ªâ

¯à¥¤ë¤ãé¥£® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï. �®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î á«¥¤áâ¢¨ï 1.12 ¬­®-

¦¥áâ¢® ¢á¥å ¬®àä¨§¬®¢ C(AD; AD) ®¡à §ã¥â ª®­¥ç­ãî £àã¯¯ã ®â­®á¨â¥«ì-

­® ®¯¥à æ¨¨ ª®¬¯®§¨æ¨¨. �¡®§­ ç¨¬ íâã £àã¯¯ã ç¥à¥§ G. � áá¬®âà¨¬

¯à¥¤áâ ¢¨¬ë© äã­ªâ®à F (�) = C(AD;�) ¨§ ª â¥£®à¨¨ C ¢ ª â¥£®à¨î

GFinset, ª®â®àë© ª ¦¤®¬ã ®¡ê¥ªâã T ª â¥£®à¨¨ C á®¯®áâ ¢«ï¥â ¬­®¦¥-

áâ¢® C(AD; T ), ­  ª®â®à®¬ ¥áâ¥áâ¢¥­­® ¤¥©áâ¢ã¥â £àã¯¯  G = C(AD; AD)

ª®¬¯®§¨æ¨¥© á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¬®àä¨§¬®¢.

� ª á«¥¤ã¥â ¨§ ãâ¢¥à¦¤¥­¨© 1.16, 1.13, 1.14, 1.15, íâ® â®ç­ë© äã­ªâ®à,

ª®â®àë© á®åà ­ï¥â ª®¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï, ¯ãáâ®© ®¡ê¥ªâ, íªá¯®­¥­æ¨ «ë ®¡ê¥ª-

â®¢, ª« áá¨ä¨ª â®à ¯®¤®¡ê¥ªâ®¢.

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 1.17. �ãáâì C | ¯®«­ë© â®¯®á ª®­¥ç­®£® â¨¯  ¨

F : C ! GFinset | äã­ªâ®à, ®¯à¥¤¥«¥­­ë© ¢ëè¥. �«ï «î¡®£® ¬®àä¨§¬ 
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f : T1 ! T2 ª â¥£®à¨¨ C, ¥á«¨ F (f) | ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥,

â® f | ¨§®¬®àä¨§¬.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. � ª ª ª äã­ªâ®à F á®åà ­ï¥â ª®¯à®¨§¢¥-

¤¥­¨ï, â® íâ® ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ¤®áâ â®ç­® ¤®ª § âì ¤«ï  â®¬ à­ëå ®¡ê¥ªâ®¢.

� íâ®¬ á«ãç ¥, â ª ª ª ®¡à §  â®¬ à­®£® ®¡ê¥ªâ  |  â®¬ à­ë© ®¡ê¥ªâ

¨ T2 |  â®¬ à­ë© ®¡ê¥ªâ, â® f | í¯¨¬®àä¨§¬. �â®¡ë ¯®ª § âì, çâ® f

| ¬®­®¬®àä¨§¬, à áá¬®âà¨¬ ¤¢  ¬®àä¨§¬  t1 : T ! T1 ¨ t2 : T ! T1,

ª®¬¯®§¨æ¨¨ ª®â®àëå á ¬®àä¨§¬®¬ f á®¢¯ ¤ îâ. � ª ª ª, á®£« á­® ãâ¢¥à-

¦¤¥­¨î 1.7, ¢áïª¨© ®¡ê¥ªâ ¢ ª â¥£®à¨¨ C ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥ ª®¯à®¨§¢¥-

¤¥­¨ï ª®­¥ç­®£® ç¨á«   â®¬®¢, â® ¤®áâ â®ç­® à áá¬®âà¥âì á«ãç ©, ª®£¤ 

T |  â®¬ à­ë© ®¡ê¥ªâ. � áá¬®âà¨¬ ­¥ª®â®àë© ¬®àä¨§¬ t : AD ! T .

� ª ª ª T |  â®¬ à­ë© ®¡ê¥ªâ, â® t í¯¨¬®àä¨§¬, ¨ à §­ë¬ ¬®àä¨§¬ ¬

t1, t2 á®®â¢¥âáâ¢ãîâ à §­ë¥ ¬®àä¨§¬ë t1 � t, t2 � t | í«¥¬¥­âë ¬­®¦¥áâ¢ 

F (T1). �® F (f) ¯® ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨î ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥, ¨,

á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¤®«¦­ë ¡ëâì à §«¨ç­ë¬¨ ¬®àä¨§¬ë f � t1� t ¨ f � t2� t, çâ®

¯à®â¨¢®à¥ç¨â ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨î à ¢¥­áâ¢  f � t1 = f � t2. � ª¨¬ ®¡à §®¬, f

| ¬®­®¬®àä¨§¬ ¨ í¯¨¬®àä¨§¬ ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¨§®¬®àä¨§¬.

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ 1.7. (�à®â¥­¤¨ª [58], V 5.1) � â¥£®à¨¥© � «ã 

­ §ë¢ ¥âáï ¯ à  (G; F ), £¤¥ G | ¬ «ë© ¡ã«¥¢ â®¯®á,   F : G ! Finset|

â®ç­ë© äã­ªâ®à, ®âà ¦ îé¨© ¨§®¬®àä¨§¬ë.

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ 1.8. �àã¯¯  ­ §ë¢ ¥âáï ¯à®ª®­¥ç­®©, ¥á«¨ ®­  ¯à¥¤-

áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥ ¯à¥¤¥«  ª®­¥ç­ëå £àã¯¯ ¯® ­¥ª®â®à®¬ã ­ ¯à ¢«¥­­®¬ã

¬­®¦¥áâ¢ã.

�¬¥¥âáï á«¥¤ãîé ï â¥®à¥¬ .

� ¥ ® à ¥ ¬   (�à®â¥­¤¨ª [58]). � â¥£®à¨ï � «ã  íª¢¨¢ «¥­â­  ª â¥£®à¨¨

GFinset ¤«ï ­¥ª®â®à®© ¯à®ª®­¥ç­®© £àã¯¯ë G.

�á«¨ C |¯®«­ë© â®¯®á ª®­¥ç­®£® â¨¯ , â®, á®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 1.17,

¯ à  (C; F ) | ª â¥£®à¨ï � «ã  ¨, ¯® â¥®à¥¬¥ �à®â¥­¤¨ª , ®­ ¨§®¬®àä¥­

â®¯®áã GFinset ¤«ï ­¥ª®â®à®© ¯à®ª®­¥ç­®© £àã¯¯ë G. �â¢¥à¦¤¥­¨¥

â¥®à¥¬ë 1.3 ­¥áª®«ìª® ¡®«¥¥ á¨«ì­®¥. � ­¥© ãâ¢¥à¦¤ ¥âáï, çâ® ¢ íâ®¬

á«ãç ¥ £àã¯¯  ï¢«ï¥âáï ª®­¥ç­®©.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ® â ¥ ® à ¥ ¬ ë 1.3. �ãáâì, ª ª ¨ à ­ìè¥, C

| ¯®«­ë© â®¯®á ª®­¥ç­®£® â¨¯ ; T1; :::; Tn | ª®­¥ç­®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ®¡ê¥ªâ®¢

ª â¥£®à¨¨ C â ª¨å, çâ® ®­¨ ¨ ­¥ª®â®àë¥ ¬®àä¨§¬ë ¬¥¦¤ã ­¨¬¨ ï¢«ïîâáï

®¡à §ãîé¨¬¨ ª â¥£®à¨¨ C; D = T1 t ::: t Tn, G | £àã¯¯   ¢â®¬®àä¨§¬®¢

 â®¬ à­®£® ®¡ê¥ªâ  AD, ¯®áâà®¥­­®£® ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î 1.6 ¨§ ®¡ê¥ªâ  D;

¨ F : C ! GFinset | äã­ªâ®à F (�) = C(AD;�).
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� ãâ¢¥à¦¤¥­¨ïå 1.13{1.17 ¡ë«® ¯®ª § ­®, çâ® F | â®ç­ë© äã­ªâ®à, á®-

åà ­ïîé¨© ª®¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï, íªá¯®­¥­æ¨ «ë ®¡ê¥ªâ®¢ ¨ ®âà ¦ îé¨© ¨§®-

¬®àä¨§¬ë. �«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ë 1.3 ®áâ «®áì ¯®ª § âì, çâ® ¤«ï

«î¡®£® G-¬­®¦¥áâ¢  M áãé¥áâ¢ã¥â ®¡ê¥ªâ T , çâ® F (T ) ¨§®¬®àä¥­ M ,

¨ ¤«ï «î¡ëå ¤¢ãå ®¡ê¥ªâ®¢ X1 ¨ X2 â®¯®á  C, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â G-

®â®¡à ¦¥­¨¥ ¨§ F (X1) ¢ F (X2), â® áãé¥áâ¢ã¥â ¬®àä¨§¬X1 ! X2, ¯à¥¤áâ -

¢«ïîé¨© íâ® ®â®¡à ¦¥­¨¥. � ª ª ª äã­ªâ®à F á®åà ­ï¥â ª®¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï,

â® íâ¨ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï ¤®áâ â®ç­® ¤®ª § âì ¤«ï  â®¬ à­ëå ®¡ê¥ªâ®¢.

�î¡®©  â®¬ à­ë© ®¡ê¥ªâ M ¢ GFinset ¨¬¥¥â ¢¨¤ G=H, £¤¥ H |

¯à®¨§¢®«ì­ ï ¯®¤£àã¯¯  ¢ G. �®íâ®¬ã ¢ ª ç¥áâ¢¥ âà¥¡ã¥¬®£® ®¡ê¥ªâ 

T ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ¬®¦­® ¢§ïâì ª®¯à¥¤¥« ª®­¥ç­®© ¤¨ £à ¬¬ë ¬®àä¨§¬®¢

h : AD ! AD, ¤«ï h 2 H � G = C(AD; AD), ¢ â®¯®á¥ C, ª®â®àë© ¡ã¤¥â

®¡®§­ ç âìáï ç¥à¥§ AD=H.

�á«¨ X1 ¨ X2 |  â®¬ à­ë¥ ®¡ê¥ªâë ¢ C, â®, ª ª á«¥¤ã¥â ¨§ ãâ¢¥à-

¦¤¥­¨ï 1.16, ®­¨ ï¢«ïîâáï ®¡à § ¬¨ ®¡ê¥ªâ  AD, ¨ £àã¯¯  G âà ­§¨â¨¢­®

¤¥©áâ¢ã¥â ­  F (X1) ¨ F (X2), â® ¥áâì F (X1) = G=H1, F (X2) = G=H2.

�á«¨ ¥áâì G-®â®¡à ¦¥­¨¥ G=H1 ! G=H2, â® H1 | ¯®¤£àã¯¯  ¢ H2. C®-

®â¢¥âáâ¢¥­­®, X1 � AD=H1 ¨ X2 � AD=H2. � ª ª ª H1 | ¯®¤£àã¯¯  ¢

H2, â® ¤¨ £à ¬¬  ¬­®¦¥áâ¢  ¬®àä¨§¬®¢ h : AD ! AD, ¤«ï h 2 H1, ï¢«ï-

¥âáï ¯®¤¤¨ £à ¬¬®© ¬­®¦¥áâ¢  ¬®àä¨§¬®¢ h : AD ! AD, ¤«ï h 2 H2,

¨ íâ® ¢«®¦¥­¨¥ ¤¨ £à ¬¬ ®¯à¥¤¥«ï¥â âà¥¡ã¥¬ë© ¬®àä¨§¬ ¨å ª®¯à¥¤¥«®¢

AD=H1 ! AD=H2 ¢ â®¯®á¥ C. �â® § ¢¥àè ¥â ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 1.3.

� áá¬®âà¨¬, â¥¯¥àì, ª®­¥ç­® ¯®à®¦¤¥­­ë©  «£¥¡à ¨ç¥áª¨© ¯®¤â®¯®á

â®¯®á  Finset. � ª ª ª â ª®© ¯®¤â®¯®á ¡ã«¥¢ ¯®«®­ ¨ ª®­¥ç­®£® â¨¯ , â®,

¯® â¥®à¥¬¥ 1.3, ®­ íª¢¨¢ «¥­â¥­ â®¯®áã GFinset ¤«ï ­¥ª®â®à®© £àã¯¯ë G.

�®â¥«®áì ¡ë ¯®­ïâì, ­¥â «¨ ¡®«¥¥ ï¢­®£® á¯®á®¡  ¯®áâà®¥­¨ï £àã¯¯ë G.

�â ª, ¯ãáâì ¯®¤â®¯®á C â®¯®á  Finset, ¯®à®¦¤¥­ ª®­¥ç­ë¬ ¬­®¦¥áâ¢®¬

­¥áãé¨å ¬­®¦¥áâ¢ D1; :::;Dn, ¨ ª®­¥ç­ë¬¨ ¬­®¦¥áâ¢ ¬¨ äã­ªæ¨© ¨ ®â­®-

è¥­¨© f1; :::; fk; r1; :::; rm ­  ¬­®¦¥áâ¢ å, ¯®áâà®¥­­ëå ¨§ ­¥áãé¨å ¬­®¦¥áâ¢

®¯¥à æ¨ï¬¨ â®¯®á .

�¡®§­ ç¨¬, ª ª ¨ ¢ à §¤¥«¥ 6 £« ¢ë 1, ç¥à¥§ D = D1 t ::: t Dn

à §ê¥¤¨­¥­­®¥ ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥ ­¥áãé¨å ¬­®¦¥áâ¢,   ç¥à¥§ S(D) ¬­®¦¥áâ¢®

¢á¥å ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­ëå ®â®¡à ¦¥­¨© D ­  á¥¡ï, ®â®¡à ¦ îé¨å ª ¦¤®¥

­¥áãé¥¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® ¢ á¥¡ï. �ç¥¢¨¤­®, çâ® S(D) ®¡à §ã¥â £àã¯¯ã

®â­®á¨â¥«ì­® ª®¬¯®§¨æ¨¨ ®â®¡à ¦¥­¨©.

�® áãâ¨, ª ¦¤ë© í«¥¬¥­â h 2 S(D) ®¯à¥¤¥«ï¥â ¯¥à¥áâ ­®¢ªã í«¥¬¥­â®¢

¬­®¦¥áâ¢  D, ¨ ¤¥©áâ¢¨¥ íâ®© ¯¥à¥áâ ­®¢ª¨ ¬®¦­® ¢®á¯à¨­¨¬ âì ¯à®áâ®,

117



ª ª ¯¥à¥¨¬¥­®¢ ­¨¥ í«¥¬¥­â®¢ ¬­®¦¥áâ¢  D. �â® ¯¥à¥¨¬¥­®¢ ­¨¥ ¤¥©áâ¢ã-

¥â ­  ¬­®¦¥áâ¢ å D1; :::;Dn ¨ ¥áâ¥áâ¢¥­­® ¬®¦¥â ¡ëâì ¯à®¤®«¦¥­® ­  ¢á¥

¬­®¦¥áâ¢ , ¯®áâà®¥­­ë¥ ¨§ D1; :::;Dn ®¯¥à æ¨ï¬¨ â®¯®á . �à¨ íâ®¬, ­¥ª®-

â®àë¥ ¬­®¦¥áâ¢  ¬®£ãâ ¯¥à¥å®¤¨âì ¢ ¤àã£¨¥, ¨§®¬®àä­ë¥.

�ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ¬­®¦¥áâ¢®, äã­ªæ¨ï ¨«¨ ®â­®è¥­¨¥ ª â¥£®à¨¨

Finset á¨¬¬¥âà¨ç­® ®â­®á¨â¥«ì­® h 2 S(D), ¥á«¨ ®­¨ ¯®¤ ¤¥©áâ¢¨¥¬ h

¯¥à¥å®¤ïâ ¢ á¥¡ï.

�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ S(C) ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ®â®¡à ¦¥­¨© h 2 S(D), ®â­®-

á¨â¥«ì­® ª®â®àëå á¨¬¬¥âà¨ç­ë äã­ªæ¨¨ f1; :::; fk ¨ ®â­®è¥­¨ï r1; :::; rm |

®¡à §ãîé¨¥ ª â¥£®à¨¨ C. �ç¥¢¨¤­®, çâ® ¬­®¦¥áâ¢® ®â®¡à ¦¥­¨© S(C)

®¡à §ã¥â ¯®¤£àã¯¯ã ¢ S(D), ª®â®à ï ¬ë ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì £àã¯¯®© á¨¬¬¥-

âà¨¨ ®¡à §ãîé¨å â®¯®á  C.

�¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­®© ¯à®¢¥àª®© ¬®¦­® ¤®ª § âì, çâ®, ¥á«¨ ¢á¥ ¬­®¦¥áâ¢ ,

®â­®è¥­¨ï ¨ äã­ªæ¨¨, ¨á¯®«ì§ã¥¬ë¥ ¢ ­¥ª®â®à®© ®¯¥à æ¨¨ â®¯®á , á¨¬¬¥-

âà¨ç­ë ®â­®á¨â¥«ì­® h (¨­¢ à¨ ­â­ë ®â­®á¨â¥«ì­® ¯¥à¥¨¬¥­®¢ ­¨ï í«¥-

¬¥­â®¢, § ¤ ­­®£® ®â®¡à ¦¥­¨¥¬ h), â® ¨ à¥§ã«ìâ â íâ®© ®¯¥à æ¨¨ ¨­¢ à¨-

 ­â¥­ ®â­®á¨â¥«ì­® h. �âáî¤  á«¥¤ã¥â á«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥.

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 1.18. �àã¯¯  á¨¬¬¥âà¨¨ S(C) ®¡à §ãîé¨å â®¯®á 

C � Finset ¤¥©áâ¢ã¥â ­  ª ¦¤®¬ ¬­®¦¥áâ¢¥ ¨§ ª â¥£®à¨¨ C, ¨ ª ¦¤®¥

®â®¡à ¦¥­¨¥ ¨§ ª â¥£®à¨¨ C ¨­¢ à¨ ­â­® ®â­®á¨â¥«ì­® íâ®£® ¤¥©áâ¢¨ï, â®

¥áâì ï¢«ï¥âáï S(C)-®â®¡à ¦¥­¨¥¬. �àã£¨¬¨ á«®¢ ¬¨ ª â¥£®à¨ï C ï¢«ï¥âáï

¯®¤ª â¥£®à¨¥© â®¯®á  GFinset, £¤¥ G = S(C).

�  á ¬®¬ ¤¥«¥, íâ® ¢«®¦¥­¨¥ ï¢«ï¥âáï íª¢¨¢ «¥­â­®áâìî â®¯®á®¢, â ª

ª ª á ¬ã £àã¯¯ã G = S(C) ¬®¦­® ¯®áâà®¨âì ¢ C ¨á¯®«ì§ãï ®¯¥à æ¨¨ â®¯®á ,

ª ª ¯®¤®¡ê¥ªâ D ) D, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨© ãá«®¢¨ï¬ £àã¯¯ë á¨¬¬¥âà¨¨

ª®­¥ç­®£® ¬­®¦¥áâ¢  ®â®¡à ¦¥­¨© ¨ ®â­®è¥­¨© | ®¡à §ãîé¨å â®¯®á  C.

� à¥§ã«ìâ â¥ ¯®«ãç¨¬ á«¥¤ãîéãî â¥®à¥¬ã.

� ¥ ® à ¥ ¬   1.19. �î¡®© ¯®¤â®¯®á C â®¯®á  Finset, ¯®à®¦¤¥­­ë©

ª®­¥ç­ë¬ ¬­®¦¥áâ¢®¬ ­¥áãé¨å ¬­®¦¥áâ¢ D1; :::;Dn, ¨ ª®­¥ç­ë¬¨ ¬­®¦¥-

áâ¢ ¬¨ äã­ªæ¨© ¨ ®â­®è¥­¨© f1; :::; fk; r1; :::; rm ­  ¬­®¦¥áâ¢ å, ¯®áâà®-

¥­­ëå ¨§ ­¥áãé¨å ¬­®¦¥áâ¢ ®¯¥à æ¨ï¬¨ â®¯®á , á®¢¯ ¤ ¥â á ¯®¤â®¯®á®¬

G-¬­®¦¥áâ¢, £¤¥ G = S(C) | £àã¯¯  á¨¬¬¥âà¨¨ ®¡à §ãîé¨å â®¯®á  C.

� áá¬®âà¨¬, â¥¯¥àì, â®¯®áë ª®­¥ç­®£® â¨¯  ¡¥§ ãá«®¢¨ï ¯®«­®âë.

� ¥ ® à ¥ ¬   1.20. �ãáâì C | ¯à®¨§¢®«ì­ë© â®¯®á ª®­¥ç­®£® â¨¯ .

�®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â â ª®© ª®­¥ç­ë© ­ ¡®à ª®­¥ç­ëå £àã¯¯ G1; :::; Gk, çâ®

ª â¥£®à¨ï C íª¢¨¢ «¥­â­  ª®­¥ç­®¬ã ¯à®¨§¢¥¤¥­¨î â®¯®á®¢ GiFinset, ¤«ï

i = 1; :::; k, â® ¥áâì C � G1Finsen� :::�GkFinset.

118



� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �ãáâì I | ä¨­ «ì­ë© ®¡ê¥ªâ â®¯®á  C.

� áá¬®âà¨¬ ¬­®¦¥áâ¢® ¥£® ¯®¤®¡ê¥ªâ®¢. � ª ª ª â®¯®á ¡ã«¥¢, â® ¯®¤®¡ê-

¥ªâë ®¡ê¥ªâ  I ®¡à §ãîâ ­¥ª®â®àãî ¡ã«¥¢ã  «£¥¡àã B. �®£« á­® â¥®à¥¬¥

�â®ã­  ª ¦¤ ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à  B ¢ª« ¤ë¢ ¥âáï ¢ ¯®«­ãî ¡ã«¥¢ã  «£¥¡àã
�B,  â®¬ ¬¨ ª®â®à®© ï¢«ïîâáï ¬ ªá¨¬ «ì­ë¥ ã«ìâà ä¨«ìâàë  «£¥¡àë B.

� ¯®¬­¨¬, çâ® ã«ìâà ä¨«ìâà®¬ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë ­ §ë¢ ¥âáï ¬­®¦¥-

áâ¢® í«¥¬¥­â®¢ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë B, ¤®¯®«­¥­¨ï ª®â®àëå ®¡à §ãîâ ¨¤¥ «

¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë B. �àã£¨¬¨ á«®¢ ¬¨, � � B | ã«ìâà ä¨«ìâà, ¥á«¨

¢ë¯®«­ïîâáï á«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï:

� ­¥ á®¤¥à¦¨â 0 ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë;

¥á«¨ b1 2 �, â® «î¡®© ¡®«ìè¨© í«¥¬¥­â b � b1 â ª¦¥ ¯à¨­ ¤«¥¦¨â �;

¥á«¨ b1; b2 2 �, â® b1 \ b2 2 �.

�«ï «î¡®£® ¯®¤®¡ê¥ªâ  b � I à áá¬®âà¨¬ ¯®¤ª â¥£®à¨î Cb � C

®¡ê¥ªâ®¢ ­ ¤ b ¢¨¤  T ! b. �á«¨ b2 � b1 � I, â® áâ ­¤ àâ­ë¬ ®¡à §®¬

®¯à¥¤¥«¨¬ äã­ªâ®à «®ª «¨§ æ¨¨ Lb1
b2 : Cb1 ! Cb2, ª®â®àë© ®¡ê¥ªâã T ! b1

á®¯®áâ ¢«ï¥â ¯à¥¤¥« ¤¨ £à ¬¬ë

T

#

b2 � b1:

�§¢¥áâ­® (á¬., ­ ¯à¨¬¥à, [18]), çâ® äã­ªâ®àë «®ª «¨§ æ¨¨ Lb1
b2 á®åà ­ï-

îâ ¢á¥ ®¯¥à æ¨¨ â®¯®á . �à®¬¥ â®£®, § ¬¥â¨¬, çâ® äã­ªâ®à LI
b
¯¥à¥¢®¤¨â

®¡à §ãîé¨¥ â®¯®á  C ¢ ®¡à §ãîé¨¥ â®¯®á  Cb, ¨ ¯àï¬®© ¯à¥¤¥« C� â®¯®-

á®¢ ª®­¥ç­®£® â¨¯  Cb, ¤«ï b 2 �, £¤¥ � | ¬ ªá¨¬ «ì­ë© ã«ìâà ä¨«ìâà,

ï¢«ï¥âáï ¯®«­ë¬ â®¯®á®¬ ª®­¥ç­®£® â¨¯ . �âáî¤ , ¯® â¥®à¥¬¥ 1.3, ª -

¦¤ë© â®¯®á C� á ¢ë¤¥«¥­­ë¬ ¢ ­¥¬ ¬­®¦¥áâ¢®¬ ®¡à §ãîé¨å, á®®â¢¥âáâ¢ã-

îé¨å ¬­®¦¥áâ¢ã ®¡à §ãîé¨å â®¯®á  C, íª¢¨¢ «¥­â¥­ ­¥ª®â®à®¬ã â®¯®áã

GFinset ¤«ï ¯®¤å®¤ïé¥© £àã¯¯ë G. � ª¨¬ ®¡à §®¬, GFinset � C� | íâ®

¯à¥¤¥« â®¯®á®¢ Cb ¯® ¬­®¦¥áâ¢ã ®¡ê¥ªâ®¢ b 2 �, ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨å ¬ ªá¨-

¬ «ì­®¬ã ã«ìâà ä¨«ìâàã � ¨ L� : C ! C� | £®¬®¬®àä¨§¬  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å

â®¯®á®¢, ¯®áâà®¥­­ë© ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ¯à¥¤¥« .

�®¬¯®§¨æ¨¨ ¯®áâà®¥­­ëå äã­ªâ®à®¢ C ! C� � GFinset á® áâ¨à îé¨¬

äã­ªâ®à®¬ GFinset! Finset, ª®â®àë© ª ¦¤®¬ã ª®­¥ç­®¬ã G-¬­®¦¥áâ¢ã

á®¯®áâ ¢«ï¥â ¥£® ¦¥, ­® ¢ ª â¥£®à¨¨ Finset, ¤ ¥â äã­ªâ®à M� : C !

Finset. �ã­ªâ®à M� ¥áâ¥áâ¢¥­­® ­ §¢ âì ¬®¤¥«ìî â®¯®á  C ¢ ª â¥£®à¨¨

ª®­¥ç­ëå ¬­®¦¥áâ¢, ¯®áâà®¥­­®© ¯® ¬ ªá¨¬ «ì­®¬ã ã«ìâà ä¨«ìâàã �.
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� ª¨¥ ¬®¤¥«¨ áâà®ïâáï ¯® ã«ìâà ä¨«ìâàã � á â®ç­®áâìî ¤® ¨§®¬®àä¨§¬ .

� ¯®¬­¨¬, çâ® ¤¢¥ ¬®¤¥«¨ M : C ! Finset ¨M 0 : C ! Finset ­ §ë¢ îâáï

íª¢¨¢ «¥­â­ë¬¨, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â ¥áâ¥áâ¢¥­­®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥ äã­ªâ®à®¢

h : M ! M 0, çâ® ¤«ï «î¡®£® ®¡ê¥ªâ  T â®¯®á  C ®â®¡à ¦¥­¨¥ h(T ) :

M(T )!M 0(T ) ï¢«ï¥âáï ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­ë¬.

�®ª ¦¥¬, â¥¯¥àì, çâ® ¤«ï â®¯®á®¢ ª®­¥ç­®£® â¨¯ , ¬­®¦¥áâ¢® ¬ ªá¨-

¬ «ì­ëå ã«ìâà ä¨«ìâà®¢ ª®­¥ç­®. �ãáâì � ¨ �0 ¤¢  à §«¨ç­ëå ã«ìâà -

ä¨«ìâà  â®¯®á  ª®­¥ç­®£® â¨¯  C. � ª ª ª � 6= �0, â® áãé¥áâ¢ã¥â â ª®©

í«¥¬¥­â b 2 �, çâ® b =2 �0. �âáî¤ , L�(b) = I, £¤¥ I | ä¨­ «ì­ë©

®¡ê¥ªâ â®¯®á  C� � GFinset, ¨ L�0(b) = ;, £¤¥ ; ¨­¨æ¨ «ì­ë© ®¡ê¥ªâ

â®¯®á  C�0 � G0Finset. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤«ï à §­ëå ¬ ªá¨¬ «ì­ëå ã«ìâà -

ä¨«ìâà®¢ � ¨ �0 ¬®¤¥«¨ M� ¨ M�0 , ¯®áâà®¥­­ë¥ ¯® ­¨¬, ­¥ ¬®£ãâ ¡ëâì

¨§®¬®àä­ë¬¨. � ¤àã£®© áâ®à®­ë, ¥á«¨ T1; :::; Tn | ª®­¥ç­®¥ ¬­®¦¥áâ¢®

®¡ê¥ªâ®¢ ª â¥£®à¨¨ C â ª¨å, çâ® ®­¨ ¨ ­¥ª®â®à®¥ ª®­¥ç­®¥ ç¨á«® ¬®àä¨§-

¬®¢ ¬¥¦¤ã ­¨¬¨ ï¢«ïîâáï ®¡à §ãîé¨¬¨ ª â¥£®à¨¨ C, ¨M |¯à®¨§¢®«ì­ ï

¬®¤¥«ì â®¯®á  C, â® ¤«ï ­ ¡®à  ¬­®¦¥áâ¢ D1; :::;Dn â®© ¦¥ ¬®é­®áâ¨, çâ®

¨ ¬­®¦¥áâ¢  M(T1); :::;M(Tn), â® ¥áâì jDij = jM(Ti)j, ¤«ï i = 1; :::; n,

áãé¥áâ¢ã¥â ¬®¤¥«ì M 0, ¨§®¬®àä­ ï ¬®¤¥«¨ M , á ­¥áãé¨¬¨ ¬­®¦¥áâ¢ ¬¨

M 0(Ti) = Di, ¤«ï i = 1; :::; n. � ª ï ¬®¤¥«ì áâà®¨âáï ¯à®áâ® ¯¥à¥¨¬¥­®-

¢ ­¨¥¬ í«¥¬¥­â®¢ ã ­¥áãé¨å ¬­®¦¥áâ¢ ¬®¤¥«¨ hi : M(Ti) ! Di, £¤¥ hi
| ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥, ¤«ï i = 1; :::; n. � ª¨¬ ®¡à §®¬,

ª ¦¤ ï ¬®¤¥«ì á ä¨ªá¨à®¢ ­­®© ¬®é­®áâìî ­¥áãé¨å ¬­®¦¥áâ¢ ¨§®¬®àä­ 

­¥ª®â®à®© ¬®¤¥«¨ á ­¥áãé¨¬¨ ¬­®¦¥áâ¢ ¬¨ D1; :::;Dn,   â ª ª ª C ¨¬¥¥â

ª®­¥ç­®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ®¡à §ãîé¨å, ª®â®àë¥ ¢ ¬®¤¥«¨ à¥ «¨§ãîâáï í«¥¬¥­-

â ¬¨ ­¥ª®â®àëå ª®­¥ç­ëå ¬­®¦¥áâ¢, ¯®áâà®¥­­ëå ¨§ ¬­®¦¥áâ¢ D1; :::;Dn,

â® â ª¨å ¬®¤¥«¥© ª®­¥ç­®¥ ç¨á«®. �ç¨âë¢ ï, çâ® C | â®¯®á ª®­¥ç­®£®

â¨¯ , ¨ ¬®é­®áâ¨ ®¡ê¥ªâ®¢ T1; :::; Tn ®£à ­¨ç¥­ë á¢¥àåã, ®ª®­ç â¥«ì­® ¯®-

«ãç¨¬, çâ® ¬­®¦¥áâ¢® ­¥¨§®¬®àä­ëå ¬®¤¥«¥© â®¯®á  C ª®­¥ç­®¥ ç¨á«® ¨,

á«¥¤®¢ â¥«ì­® ç¨á«® ¬ ªá¨¬ «ì­ëå ã«ìâà ä¨«ìâà®¢ ¢ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡à¥ B

¯®¤®¡ê¥ªâ®¢ ä¨­ «ì­®£® ®¡ê¥ªâ  I â®¯®á  C ª®­¥ç­®.

�§ ª®­¥ç­®áâ¨ ç¨á«  ¬ ªá¨¬ «ì­ëå ã«ìâà ä¨«ìâà®¢ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë

B ¢ á¢®î ®ç¥à¥¤ì á«¥¤ã¥â, çâ® B | ª®­¥ç­ ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à . �ãáâì

At(B) ª®­¥ç­®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å  â®¬ à­ëå í«¥¬¥­â®¢ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë B.

� «¥¥, ­¥âàã¤­® ¢¨¤¥âì, çâ® â®¯®á ª®­¥ç­®£® â¨¯  C ¨§®¬®àä¥­ ª®­¥ç­®¬ã

¯à®¨§¢¥¤¥­¨î ¯®«­ëå â®¯®á®¢ ª®­¥ç­®£® â¨¯  Ca ¯® ¬­®¦¥áâ¢ã a 2 At(B),

£¤¥ B | ª®­¥ç­ ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à  ¯®¤®¡ê¥ªâ®¢ ä¨­ «ì­®£® ®¡ê¥ªâ  â®¯®á 

C. �â® § ¢¥àè ¥â ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 1.20.
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2 �¥ä«¥ªá¨¢­ë¥ â®¯®áë

�á«¨ ª â¥£®à­ë¬¨ áà¥¤áâ¢ ¬¨ ­ã¦­® ®âà ¦ âì §­ ­¨ï ­¥ â®«ìª® ® ¢­¥è-

­¥¬ ¬¨à¥, ­® ¨ ® á ¬¨å áà¥¤áâ¢ å ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï §­ ­¨©, ¨ ® ¢á¥© á¨áâ¥¬¥

¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï §­ ­¨© ¢ æ¥«®¬, â® ¯®­ ¤®¡¨âáï à áè¨à¥­¨¥ ®¯¥à æ¨© â®-

¯®á , ¯à¨¢®¤ïé¥¥ ª ¯®­ïâ¨î à¥ä«¥ªá¨¢­®£® â®¯®á , ®¯à¥¤¥«ï¥¬®£® ­¨¦¥.

�ãáâì C | â®¯®á, ¢ ª®â®à®¬ ¢ë¤¥«¥­ë ¤¢  ®¡ê¥ªâ  NOb ¨ NMor,

ª®â®àë¥ ­ §ë¢ îâáï ®¡« áâì ¨¬¥­ ®¡ê¥ªâ®¢ ¨ ®¡« áâì ¨¬¥­ ¬®àä¨§¬®¢,

á®®â¢¥âáâ¢¥­­®.

�­®¦¥áâ¢  í«¥¬¥­â®¢ ®¡ê¥ªâ®¢ NOb ¨ NMor, â® ¥áâì ¬­®¦¥áâ¢ 

C(I;NOb) ¨ C(I;NMor), £¤¥ I | ä¨­ «ì­ë© ®¡ê¥ªâ ª â¥£®à¨¨ C, ­ §ë¢ -

îâáï ¬­®¦¥áâ¢®¬ ¨¬¥­ ®¡ê¥ªâ®¢ ¨ ¬­®¦¥áâ¢®¬ ¨¬¥­ ¬®àä¨§¬®¢, á®®â¢¥â-

áâ¢¥­­®.

�ãáâì ¨¬¥îâáï â ª¦¥ ¬®àä¨§¬ë ¬¥¦¤ã ®¡ê¥ªâ ¬¨ NOb ¨ NMor, ª®-

â®àë¥ § ¤ îâ áâàãªâãàã ¢­ãâà¥­­¥© ª â¥£®à¨¨ [18]. �® ¥áâì § ¤ ­ë ¬®à-

ä¨§¬ë

e : NOb! NMor; ndom : NMor ! NOb; ncodom : NMor ! NOb;

£¤¥ e á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ®â®¡à ¦¥­¨î, á®¯®áâ ¢«ïîé¥¬ã ®¡ê¥ªâã â®¦¤¥áâ¢¥­-

­ë© ¬®àä¨§¬,   ¬®àä¨§¬ë ndom ¨ ncodom á®®â¢¥âáâ¢ãîâ ®â®¡à ¦¥­¨ï¬,

ª®â®àë¥ ¬®àä¨§¬ã á®¯®áâ ¢«ïîâ ®¡ê¥ªâë | ®âªã¤  ¨ ªã¤  íâ®â ¬®àä¨§¬

¤¥©áâ¢ã¥â.

�® á¬ëá«ã íâ¨å ¬®àä¨§¬®¢ ¬¥¦¤ã ­¨¬¨ ¤®«¦­ë ¢ë¯®«­ïâìáï á®®â­®-

è¥­¨ï:

ndom � e = id(NOb); ncodom � e = id(NOb);

ª®â®àë¥ ®§­ ç îâ, çâ® ¨¬¥­  ®¡« áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¨ ®¡« áâ¨ §­ ç¥­¨©

¤«ï ¨¬¥­¨ â®¦¤¥áâ¢¥­­®£® ¬®àä¨§¬  á®¢¯ ¤ îâ á ¨¬¥­¥¬ ®¡ê¥ªâ  íâ®£®

¬®àä¨§¬ .

�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ M2 ®¡ê¥ªâ ¢ ª â¥£®à¨¨ C, ª®â®àë© ¯®«ãç ¥âáï ®¯¥-

à æ¨¥© ãà ¢­¨â¥«ì ¯ àë ¬®àä¨§¬®¢ ndom � pr1 ¨ ncodom � pr2 ¨§ ¯à®¨§¢¥-

¤¥­¨ï ®¡ê¥ªâ®¢ NMor �NMor ¢ NOb, £¤¥ pr1 | ¯à®¥ªæ¨ï ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï

NMor � NMor ­  ¯¥à¢ë© á®¬­®¦¨â¥«ì,   pr2 | ¯à®¥ªæ¨ï ­  ¢â®à®© á®-

¬­®¦¨â¥«ì. �® ¥áâì M2 | íâ® ¯®¤®¡ê¥ªâ ¢ NMor � NMor, á®áâ®ïé¨©

¨§ â¥å ¯ à ¨¬¥­ ¬®àä¨§¬®¢, ã ª®â®àëå ¨¬ï ®¡« áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¯¥à¢®©

ª®¬¯®­¥­âë ¯ àë á®¢¯ ¤ ¥â á ¨¬¥­¥¬ ®¡« áâ¨ §­ ç¥­¨© ¢â®à®©.
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�ãáâì ¢ ª â¥£®à¨¨ C § ¤ ­ ¬®àä¨§¬ ¢¨¤ 

com n :M2! NMor;

ª®â®àë© ­ §ë¢ ¥âáï ª®¬¯®§¨æ¨¥© ¨¬¥­ ¬®àä¨§¬®¢. �à¥¤¯®« £ ¥âáï â ª-

¦¥, çâ® ¤«ï ¬®àä¨§¬®¢ com n; ndom; ncodom; e ¢ë¯®«­ïîâáï á®®â­®è¥­¨ï,

ï¢«ïîé¨¥áï  ­ «®£ ¬¨  ªá¨®¬ â¥®à¨¨ ª â¥£®à¨©, â® ¥áâì Name Cat =

(NOb;NMor; com n; ndom; ncodom; e) | ¢­ãâà¥­­ïï ª â¥£®à¨ï [18] ª â¥-

£®à¨¨ C. �®£¤  ¬­®¦¥áâ¢  í«¥¬¥­â®¢ ®¡ê¥ªâ®¢ NOb ¨ NMor, â® ¥áâì ¬­®-

¦¥áâ¢  C(I;NOb) ¨ C(I;NMor), £¤¥ I | ä¨­ «ì­ë© ®¡ê¥ªâ ª â¥£®à¨¨ C,

¨ ®¯¥à æ¨¨ ­  ­¨å, ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­ë¥ ¬®àä¨§¬ ¬¨ com n; ndom; ncodom; e,

¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ¢­ãâà¥­­¥© ª â¥£®à¨¨ ®¡à §ãîâ ¬ «ãî ª â¥£®à¨î. �âã

¬ «ãî ª â¥£®à¨î ®¡®§­ ç¨¬ §¤¥áì ç¥à¥§ NCat ¨ ­ §®¢¥¬ ª â¥£®à¨¥© ¨¬¥­.

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ 2.1. �®¯®á C ¢¬¥áâ¥ á ¢­ãâà¥­­¥© ª â¥£®à¨¥©

Name Cat ­ §ë¢ ¥âáï â®¯®á®¬ á ª â¥£®à¨¥© ¨¬¥­.

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ 2.2. �®¯®á C ¢¬¥áâ¥ á ¢­ãâà¥­­¥© ª â¥£®à¨¥©

Name Cat ­ §ë¢ ¥âáï à¥ä«¥ªá¨¢­ë¬ â®¯®á®¬, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ãîâ äã­ªâ®àë

Name : C ! NCat ¨ Denote : NCat ! C â ª¨¥, çâ® ¨å ª®¬¯®§¨æ¨ï

Denote � Name = 1C ï¢«ï¥âáï â®¦¤¥áâ¢¥­­ë¬ äã­ªâ®à®¬ ­  C. �ã­ªâ®à

Name ­ §ë¢ ¥âáï äã­ªâ®à®¬ ¨¬¥­®¢ ­¨ï, äã­ªâ®à Denote | ¤¥­®â â®¬,

  NCat | ª â¥£®à¨¥© ¨¬¥­ â®¯®á  C.

� ¯®¬­¨¬, çâ® â®¯®á ­ §ë¢ ¥âáï ­¥¯à®â¨¢®à¥ç¨¢ë¬, ¥á«¨ í«¥¬¥­âë

true ¨ false : I ! 
 ¢ ª« áá¨ä¨ª â®à¥ ¯®¤®¡ê¥ªâ®¢ 
 íâ®£® â®¯®á 

à §«¨ç­ë.

� ¥ ® à ¥ ¬   2.1 �ãé¥áâ¢ã¥â ­¥¯à®â¨¢®à¥ç¨¢ë© à¥ä«¥ªá¨¢­ë© â®¯®á.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �ãáâì Set | ª â¥£®à¨ï ¢á¥å ¬­®¦¥áâ¢, ¢

ª®â®à®© ®¯à¥¤¥«¥­ë ¢á¥ ª â¥£®à­ë¥ ®¯¥à æ¨¨  «£¥¡à ¨ç¥áª®£® â®¯®á . � ª

ª ª â¥®à¨ï ¬­®¦¥áâ¢ ­¥¯à®â¨¢®à¥ç¨¢ , â® ª« áá¨ä¨ª â®à ¯®¤®¡ê¥ªâ®¢ 
 ¢

ª â¥£®à¨¨ ¬­®¦¥áâ¢ Set | íâ® ¤¢ãâ®ç¥ç­®¥ ¬­®¦¥áâ¢®.

�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ T 1 á¢®¡®¤­ë©  «£¥¡à ¨ç¥áª¨© â®¯®á, ¯®à®¦¤¥­­ë© ¨§

¯ãáâ®£® ¬­®¦¥áâ¢  ®¡à §ãîé¨å ®¯¥à æ¨ï¬¨  «£¥¡à ¨ç¥áª®£® â®¯®á . �®­-

áâàãªæ¨ï ¯®áâà®¥­¨ï T 1 áâ ­¤ àâ­ , â ª ª ª  ªá¨®¬ â¨ª   «£¥¡à ¨ç¥áª®£®

â®¯®á  § ¤ ¥âáï å®à­®¢áª¨¬¨ ä®à¬ã« ¬¨. �®¯®á T 1 ­¥¯à®â¨¢®à¥ç¨¢, â ª

ª ª áãé¥áâ¢ãîâ ­¥¯à®â¨¢®à¥ç¨¢ë¥ â®¯®áë, ª®â®àë¥ ï¢«ïîâáï ¬®¤¥«ï¬¨

 «£¥¡à ¨ç¥áª®£® â®¯®á  T 1. �à¨¬¥à®¬ â ª®£® â®¯®á  ï¢«ï¥âáï ¬¨­¨¬ «ì-

­ë©  «£¥¡à ¨ç¥áª¨© ¯®¤â®¯®á Set1 � Set â®¯®á  ¬­®¦¥áâ¢, á®áâ®ïé¨© ¨§

¬­®¦¥áâ¢ ¨ ®â®¡à ¦¥­¨©, ¯®áâà®¥­­ëå â®«ìª® ¨§ ®¯¥à æ¨© â®¯®á , ¢ª«îç ï
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­ã«ì à­ë¥ ®¯¥à æ¨¨ â®¯®á . (�¥âàã¤­® ¢¨¤¥âì, çâ® â ª ª ª ¢ â®¯®á¥ ¢á¥

®¯¥à æ¨¨ ¨¬¥îâ ª®­¥ç­ãî  à­®áâì, â® â®¯®á Set1 íª¢¨¢ «¥­â¥­ â®¯®áã ª®-

­¥ç­ëå ¬­®¦¥áâ¢.) � ª ª ª T 1 | á¢®¡®¤­ë© â®¯®á á ¯ãáâë¬ ¬­®¦¥áâ¢®¬

®¡à §ãîé¨å, â® ¨¬¥¥âáï ¥¤¨­áâ¢¥­­ë© £®¬®¬®àä¨§¬ j1 : T 1 ! Set1.

�¯à¥¤¥«¨¬, ¤ «¥¥, ¯® ¨­¤ãªæ¨¨  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¥ â®¯®áë T k, ¯®¤â®¯®áë

Setk � Set ¨ £®¬®¬®àä¨§¬ë jk : T k ! Setk, £¤¥ k | ¯à®¨§¢®«ì­®¥

­ âãà «ì­®¥ ç¨á«®.

�ãáâì ã¦¥ ®¯à¥¤¥«¥­ë  «£¥¡à ¨ç¥áª¨© â®¯®á T k ¯®¤â®¯®á Setk � Set

¨ £®¬®¬®àä¨§¬ jk : T k ! Setk ¤«ï ­¥ª®â®à®£® k.

� áá¬®âà¨¬ ¬­®¦¥áâ¢  ®¡ê¥ªâ®¢ ObT k ¨ ¬®àä¨§¬®¢ MorT k ª â¥£®à¨¨

T k. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ Setk+1 ­ ¨¬¥­ìè¨©  «£¥¡à ¨ç¥áª¨© ¯®¤â®¯®á â®¯®á 

¬­®¦¥áâ¢ Setk+1 � Set, ª®â®àë© á®¤¥à¦¨â ¬­®¦¥áâ¢  ObT k, MorT k ¨

®â®¡à ¦¥­¨ï ¬¥¦¤ã ­¨¬¨, ®¯à¥¤¥«ïîé¨¥ ª â¥£®à¨î T k.

�«£¥¡à ¨ç¥áª¨© ¯®¤â®¯®á Setk+1 � Set ï¢«ï¥âáï  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¬ â®¯®-

á®¬ á ª â¥£®à¨¥© ¨¬¥­ (á¬. ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ 2.1), £¤¥ ®¡ê¥ªâ®¬ NOb ï¢«ï¥âáï

¬­®¦¥áâ¢® ObT k, ®¡ê¥ªâ®¬ NMor ï¢«ï¥âáï ¬­®¦¥áâ¢® MorT k.

�®áâà®¨¬, â¥¯¥àì,  «£¥¡à ¨ç¥áª¨© â®¯®á T k+1 = T [ObT k;MorT k], ª ª

 «£¥¡à ¨ç¥áª¨© â®¯®á á ª â¥£®à¨¥© ¨¬¥­, ¯®à®¦¤¥­­ë© ¬­®¦¥áâ¢®¬ ®¡à -

§ãîé¨å ¢¨¤ : NT : I ! NOb ¨ Nf : I ! NMor ¤«ï ª ¦¤®£® T 2 ObT k

¨ f 2 MorT k, ¨ ®¯à¥¤¥«ïîé¨¬¨ á®®â­®è¥­¨ï¬¨ ¬¥¦¤ã íâ¨¬¨ í«¥¬¥­â -

¬¨, ª®â®àë¥ ¢ë¯®«­ïîâáï ¬¥¦¤ã á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬¨ í«¥¬¥­â ¬¨ ¬­®¦¥áâ¢

ObT k, MorT k ¨ ®â®¡à ¦¥­¨ï¬¨ ¬¥¦¤ã ­¨¬¨, § ¤ îé¨¬¨ ª â¥£®à¨î T k.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î  «£¥¡àë, § ¤ ­­®© ®¡à §ãîé¨¬¨ ¨

á®®â­®è¥­¨ï¬¨, áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­ë© £®¬®¬®àä¨§¬  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å

â®¯®á®¢ á ª â¥£®à¨¥© ¨¬¥­ jk+1 : T k+1 ! Setk+1, ¯¥à¥¢®¤ïé¨© ®¡à §ãîé¨¥

NT : I ! NOb ¨ Nf : I ! NMor ª â¥£®à¨¨ T k+1 ¢ í«¥¬¥­âë jk+1(NT ) :

I ! T 2 ObT k ¨ jk+1(Nf) : I ! f 2 MorT k ª â¥£®à¨¨ Setk+1. �à®¬¥

â®£®, ¨§ íâ®£® ®¯à¥¤¥«¥­¨ï £®¬®¬®àä¨§¬  jk+1 ¢¨¤­®, çâ® ®­ ï¢«ï¥âáï

¢«®¦¥­¨¥¬ ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ ®¡à §ãîé¨å. �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ¬­®¦¥áâ¢ 

ObT k ¨MorT k ¨­ê¥ªâ¨¢­® ®â®¡à ¦ ¥âáï ¢ ¬­®¦¥áâ¢  í«¥¬¥­â®¢ ®¡ê¥ªâ®¢

NOb ¨ NMor ª â¥£®à¨¨ T k+1.

� ª ª ª ¯®¤â®¯®á ­¥¯à®â¨¢®à¥ç¨¢®£® â®¯®á  | ­¥¯à®â¨¢®à¥ç¨¢, â®

Setk � Set | ­¥¯à®â¨¢®à¥ç¨¢ë ¤«ï ¢á¥å k. � ¤àã£®© áâ®à®­ë, â ª ª ª

¨¬¥¥âáï £®¬®¬®àä¨§¬ jk : T k ! Setk, ¨ í«¥¬¥­âë true ¨ false â®¯®á  T k

¯¥à¥å®¤ïâ ¢ í«¥¬¥­âë true ¨ false â®¯®á  Setk, á®®â¢¥âáâ¢¥­­®, â® ®­¨ ­¥

¬®£ãâ á®¢¯ ¤ âì ¢ T k. �® ¥áâì â®¯®áë T k ­¥¯à®â¨¢®à¥ç¨¢ë.

�¯à¥¤¥«¨¬, â¥¯¥àì, ¯® ¨­¤ãªæ¨¨ £®¬®¬®àä¨§¬ë Fk : T k ! T k+1
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 «£¥¡à ¨ç¥áª¨å â®¯®á®¢ á ª â¥£®à¨¥© ¨¬¥­.

� ª ª ª T 2 ï¢«ï¥âáï à áè¨à¥­¨¥¬  «£¥¡à ¨ç¥áª®£® â®¯®á  T 1, â® áã-

é¥áâ¢ã¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­ë© £®¬®¬®àä¨§¬ F1 : T
1
! T

2.

�ãáâì ã¦¥ ®¯à¥¤¥«¥­ äã­ªâ®à Fk�1 : T
k�1 ! T k. � áá¬®âà¨¬ ª â¥£®-

à¨î T k = T [ObT k�1;MorT k�1]. � ª ª ª ª â¥£®à¨ï T k ï¢«ï¥âáï  «£¥¡à ¨-

ç¥áª¨¬ â®¯®á®¬ á ª â¥£®à¨¥© ¨¬¥­, ¯®à®¦¤¥­­ë¬ ¬­®¦¥áâ¢®¬ ®¡à §ãîé¨å

¨ á®®â­®è¥­¨©, â® ¤«ï § ¤ ­¨ï £®¬®¬®àä¨§¬  Fk : T k ! T k+1 ¤®áâ -

â®ç­® § ¤ âì ¥£® ­  ®¡à §ãîé¨å ¨ ¯à®¢¥à¨âì ¢ë¯®«­¥­¨¥ ®¯à¥¤¥«ïîé¨å

á®®â­®è¥­¨©. �®«®¦¨¬, â ª ª ª Fk ¤®«¦¥­ ¡ëâì £®¬®¬®àä¨§¬®¬, Fk á®-

¯®áâ ¢«ï¥â ®¡ê¥ªâ ¬ NOb ¨ NMor ª â¥£®à¨¨ T k ®¡ê¥ªâë NOb ¨ NMor

ª â¥£®à¨¨ T k+1,   ®¡à §ãîé¨¬ â®¯®á  T k (â® ¥áâì í«¥¬¥­â ¬ ®¡ê¥ªâ®¢

NOb ¨ NMor) | á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ í«¥¬¥­âë ®¡ê¥ªâ®¢ NOb ¨ NMor ª -

â¥£®à¨¨ T k+1 ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á á®¯®áâ ¢«¥­¨¥¬, ®¯à¥¤¥«¥­­ë¬ äã­ªâ®à®¬

Fk�1. �¯à¥¤¥«ïîé¨¥ á®®â­®è¥­¨ï ¯à¨ íâ®¬ ¢ë¯®«­ïîâáï, â ª ª ª ¯® ¨­-

¤ãªâ¨¢­®¬ã ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨î Fk�1 | äã­ªâ®à.

�â ª, ¨¬¥¥¬ ¨­¤ãªâ¨¢­ãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì £®¬®¬®àä¨§¬®¢ ­¥¯à®-

â¨¢®à¥ç¨¢ëå  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å â®¯®á®¢ á ª â¥£®à¨¥© ¨¬¥­ ¢¨¤ :

T
2 F2
! T

3 F3
! :::

Fk
�1

! T
k Fk

! :::

�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ T 1 ¨­¤ãªâ¨¢­ë© ¯à¥¤¥« íâ®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ £®¬®-

¬®àä¨§¬®¢,   ç¥à¥§ Gk : T
k ! T 1 | ®â®¡à ¦¥­¨ï ç«¥­®¢ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì-

­®áâ¨ T k ¢ ¨­¤ãªâ¨¢­ë© ¯à¥¤¥« T 1, ¢å®¤ïé¨¥ ¢ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ íâ®£® ¯à¥¤¥-

« . �­®¦¥áâ¢® ®¡ê¥ªâ®¢ ObT 1 ª â¥£®à¨¨ T 1 ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¨­¤ãª-

â¨¢­ë© ¯à¥¤¥« ¬­®¦¥áâ¢ ObT k ¯à¨ ®â®¡à ¦¥­¨ïå FOb

k
: ObT k

! ObT k+1,

  ¬­®¦¥áâ¢® ¬®àä¨§¬®¢ MorT 1 ª â¥£®à¨¨ T 1 ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¨­-

¤ãªâ¨¢­ë© ¯à¥¤¥« ¬­®¦¥áâ¢ MorT k ¯à¨ ®â®¡à ¦¥­¨ïå FMor

k
: MorT k !

MorT k+1, £¤¥ FOb

k
¨ FMor

k
| ®â®¡à ¦¥­¨ï ­  ®¡ê¥ªâ å ¨ ¬®àä¨§¬ å äã­ª-

â®à  Fk.

� ª ª ª  ªá¨®¬ â¨ª   «£¥¡à ¨ç¥áª¨å â®¯®á®¢ á ª â¥£®à¨¥© ¨¬¥­ § ¤ -

¥âáï å®à­®¢áª¨¬¨ ä®à¬ã« ¬¨, â® ­¥âàã¤­® ¢¨¤¥âì, çâ® T 1 â ª¦¥ ï¢«ï¥âáï

 «£¥¡à ¨ç¥áª¨¬ â®¯®á®¬ á ª â¥£®à¨¥© ¨¬¥­,   Gk | £®¬®¬®àä¨§¬ë  «£¥-

¡à ¨ç¥áª¨å â®¯®á®¢ á ª â¥£®à¨¥© ¨¬¥­.

�® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ¨­¤ãªâ¨¢­®£® ¯à¥¤¥«  T 1 ¬­®¦¥áâ¢  ®¡ê¥ªâ®¢ NOb

¨ NMor ª â¥£®à¨¨ T 1 ï¢«ïîâáï ¨­¤ãªâ¨¢­ë¬¨ ¯à¥¤¥« ¬¨ ¬­®¦¥áâ¢ í«¥-

¬¥­â®¢ ®¡ê¥ªâ®¢ NOb ¨ NMor â®¯®á  T k ®â­®á¨â¥«ì­® ®â®¡à ¦¥­¨©, § -

¤ ¢ ¥¬ëå äã­ªâ®à ¬¨ Fk. �­®¦¥áâ¢  í«¥¬¥­â®¢ ®¡ê¥ªâ®¢ NOb ¨ NMor
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â®¯®á  T k á®¤¥à¦ â, ¯® ¯®áâà®¥­¨î, ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ , ¨§®¬®àä­ë¥ ObT k�1 ¨

MorT k�1, ª®â®àë¥ ®â®¡à ¦ îâáï äã­ªâ®à®¬ Fk ¢ í«¥¬¥­âë ®¡ê¥ªâ®¢ NOb

¨ NMor â®¯®á  T k+1 ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á äã­ªâ®à®¬ Fk�1. � ª¨¬ ®¡à §®¬,

¯à¥¤¥« íâ¨å ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ ¢ë¤¥«ï¥â ¢ ¬­®¦¥áâ¢¥ í«¥¬¥­â®¢ ®¡ê¥ªâ®¢ Nob

¨ NMor â®¯®á  T 1 ¯®¤ª â¥£®à¨î, ¨§®¬®àä­ãî ª â¥£®à¨¨ T 1. � §®¢¥¬

íâ®â ¨§®¬®àä¨§¬ ª â¥£®à¨© äã­ªâ®à®¬ Name. �­ á®¯®áâ ¢«ï¥â ª ¦¤®¬ã

®¡ê¥ªâã ¨ ¬®àä¨§¬ã ª â¥£®à¨¨ T 1 í«¥¬¥­âë ®¡ê¥ªâ®¢ NOb ¨ NMor â®©

¦¥ ª â¥£®à¨¨.

�«ï ¯®áâà®¥­¨ï ®¯¥à æ¨¨ Denote ¢ â®¯®á¥ T 1 à áá¬®âà¨¬  «£¥¡à ¨ç¥-

áª¨© ¯®¤â®¯®á Set1 â®¯®á  Set, ¯®à®¦¤¥­­ë© ¬­®¦¥áâ¢ ¬¨ ObT 1,MorT 1

¨ ®â®¡à ¦¥­¨ï¬¨ ¬¥¦¤ã ­¨¬¨, § ¤ îé¨¬¨ ª â¥£®à­ãî áâàãªâãàã T 1. � -

â¥£®à¨ï Set1 ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®©  «£¥¡à ¨ç¥áª¨© â®¯®á á ª â¥£®à¨¥© ¨¬¥­,

ã ª®â®à®£® NOb ¨ NMor| íâ® ¬­®¦¥áâ¢  ObT 1,MorT 1, à áá¬®âà¥­­ë¥

ª ª ®¡ê¥ªâë ª â¥£®à¨¨ Set1.

� «¥¥ à áá¬®âà¨¬ £®¬®¬®àä¨§¬ë  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å â®¯®á®¢ á ª â¥£®à¨¥©

¨¬¥­ Li : T k ! Set1, ª®â®àë¥ ­  ®¡à §ãîé¨å (¯®¤ª â¥£®à¨¨ T k�1

ª â¥£®à¨¨ ¨¬¥­ T k) § ¤ îâáï äã­ªâ®à ¬¨ Gk�1 : T
k�1 ! T 1.

�®ª ¦¥¬ ª®¬¬ãâ â¨¢­®áâì á«¥¤ãîé¨å ¤¨ £à ¬¬:

T k Fk

�! T k+1

jj # Lk+1

T k
Lk

�! Set1

� ª ª ª T k § ¤ îáï ®¡à §ãîé¨¬¨ ¨ á®®â­®è¥­¨ï¬¨, â® ¤«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢ 

ª®¬¬ãâ â¨¢­®áâ¨ íâ¨å ¤¨ £à ¬¬ ¤®áâ â®ç­® ¨å ¯à®¢¥à¨âì ­  ®¡à §ãîé¨å

â®¯®á  T k. �® ®¯à¥¤¥«¥­¨î äã­ªâ®à®¢ Fk, Lk, ¨ Lk+1, ®£à ­¨ç¥­¨ï à á-

á¬ âà¨¢ ¥¬ëå ¤¨ £à ¬¬ ­  ®¡à §ãîé¨¥ (¯®¤¬­®¦¥áâ¢  ª â¥£®à¨© ¨¬¥­)

¯à¥¤áâ ¢«ïîâáï ¤¨ £à ¬¬ ¬¨:

T k�1 Fk�1
�! T k

jj # Gk

T k
G(k�1)
�! T 1

ª®â®àë¥ ª®¬¬ãâ â¨¢­ë ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ¨­¤ãªâ¨¢­®£® ¯à¥¤¥«  T 1 ¨ £®¬®-

¬®àä¨§¬®¢ Gk�1, Gk.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¨¬¥¥¬ á¥¬¥©áâ¢® £®¬®¬®àä¨§¬®¢ Lk : T k ! Set1,

ª®¬¬ãâ¨àãîé¨å á £®¬®¬®àä¨§¬ ¬¨ Fk : T k ! T k+1. �® ®¯à¥¤¥«¥­¨î
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¨­¤ãªâ¨¢­®£® ¯à¥¤¥«  T 1, â ª®¥ á¥¬¥©áâ¢® £®¬®¬®àä¨§¬®¢ ¨­¤ãæ¨àã¥â

¥¤¨­áâ¢¥­­ë© £®¬®¬®àä¨§¬  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å â®¯®á®¢ á ª â¥£®à¨¥© ¨¬¥­

L : T 1
! Set1 â ª®©, çâ® ª®¬¯®§¨æ¨ï £®¬®¬®àä¨§¬®¢ L ¨ Gk à ¢­  Lk,

â® ¥áâì Lk = Gk � L.

�¯à¥¤¥«¨¬, â¥¯¥àì, ®¯¥à æ¨î Denote, ¤¥©áâ¢ãîéãî ­  ¬­®¦¥áâ¢ å

í«¥¬¥­â®¢ ®¡« áâ¥© NOb ¨ NMor ª â¥£®à¨¨ T 1 (â® ¥áâì ­  ª â¥£®à¨¨

¨¬¥­) ¢ ¬­®¦¥áâ¢  ®¡ê¥ªâ®¢ ObT 1 ¨ ¬®àä¨§¬®¢ MorT 1, à ¢­®© ®£à ­¨-

ç¥­¨î £®¬®¬®àä¨§¬  L : T 1
! Set1 ­  ª â¥£®à¨î ¨¬¥­ ª â¥£®à¨¨ T 1 ¢

ª â¥£®à¨î ¨¬¥­ â®¯®á  Set1, ª®â®à ï á®¢¯ ¤ ¥â á ª â¥£®à¨¥© T 1.

�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â®£®, çâ® T 1 á ®¯à¥¤¥«¥­­ë¬¨ ¢ëè¥ ®¯¥à æ¨ï¬¨

Name ¨ Denote ï¢«ï¥âáï à¥ä«¥ªá¨¢­ë¬  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¬ â®¯®á®¬, ®áâ «®áì

¯®ª § âì ¢ë¯®«­¥­¨¥ à ¢¥­áâ¢

Denote(Name(T )) = T ¨ Denote(Name(f)) = f;

¤«ï «î¡ëå T 2 ObT 1 ¨ f 2 MorT 1. �®ª § â¥«ìáâ¢  íâ¨å à ¢¥­áâ¢

­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® á«¥¤ãîâ ¨§ ®¯à¥¤¥«¥­¨© ¨­¤ãªâ¨¢­®£® ¯à¥¤¥«  T 1 ¨

®¯à¥¤¥«¥­¨© ®¯¥à æ¨© Name ¨ Denote.

�¥¯à®â¨¢®à¥ç¨¢®áâì T 1 á«¥¤ã¥â ¨§ ­¥¯à®â¨¢®à¥ç¨¢®áâ¨ ¯®¤â®¯®á 

Set1 ­¥¯à®â¨¢®à¥ç¨¢®£® â®¯®á  Set ¨ áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï £®¬®¬®àä¨§¬  L :

T 1 ! Set1, ª®â®àë© í«¥¬¥­âë true ¨ false ¯¥à¥¢®¤¨â ¢ ­¥à ¢­ë¥ í«¥-

¬¥­âë true ¨ false ª â¥£®à¨¨ Set1. �â® § ¢¥àè ¥â ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥-

¬ë 2.1.
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3 �«£¥¡àë á ãá«®¢­ë¬¨ ®¯¥à æ¨ï¬¨

� ®â«¨ç¨¥ ®â  ¡áâà ªâ­ëå â¨¯®¢ ¤ ­­ëå, ª®â®àë¥ ¬®¤¥«¨àãîâáï ¬­®£®-

®á­®¢­ë¬¨  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¬¨ á¨áâ¥¬ ¬¨, ®¡é¨¥ ¯®­ïâ¨ï ¨ áå¥¬ë ¡ § ¤ ­­ëå

¬®¤¥«¨àãîâáï ª â¥£®à¨ï¬¨ á ª â¥£®à­ë¬¨ ®¯¥à æ¨ï¬¨ ¨ âà¥¡ãîâ ¯à¨¢«¥-

ç¥­¨ï  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å áà¥¤áâ¢, ¢ ª®â®àëå ®¯¥à æ¨¨ ¤¥©áâ¢ãîâ ¯à¨ ¢ë¯®«-

­¥­¨¨ ­¥ª®â®àëå ãá«®¢¨©. �à¨¬¥à®¬ â ª®© ®¯¥à æ¨¨ ï¢«ï¥âáï ®¯¥à æ¨ï

ª®¬¯®§¨æ¨¨ ®â®¡à ¦¥­¨©: ª®¬¯®§¨æ¨ï ¤¢ãå ®â®¡à ¦¥­¨© f1 ¨ f2 ®¯à¥¤¥-

«¥­ , ¥á«¨ â®«ìª® ®¡« áâì §­ ç¥­¨© f1 á®¢¯ ¤ ¥â á ®¡« áâìî ®¯à¥¤¥«¥­¨ï

f2, â® ¥áâì ¢ë¯®«­ï¥âáï à ¢¥­áâ¢® codom(f1) = dom(f2). �­®£¨¥ ¤àã£¨¥

ª â¥£®à­ë¥ ®¯¥à æ¨¨ â ª¦¥ ï¢«ïîâáï ãá«®¢­ë¬¨. �®«¥¥ â®£®, ãá«®¢­ë¥

®¯¥à æ¨¨ âà¥¡ãîâáï ¨ ¤«ï ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ¯®­ïâ¨©, ¢®§­¨ª îé¨å ¢ ¯à¥¤-

¬¥â­ëå ®¡« áâïå.

�¥à¥©¤¥¬ ª ä®à¬ «ì­ë¬ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï¬.

�ãáâì D | ­¥ª®â®à®¥ ª®­¥ç­®¥ ¬­®¦¥áâ¢®, ª®â®à®¥ ¬ë ¡ã¤¥¬ ­ §ë-

¢ âì á«®¢ à¥¬  «£¥¡àë. �«¥¬¥­âë ¬­®¦¥áâ¢  D ­ §ë¢ îâáï á¨£­ âãà­ë¬¨

á¨¬¢®« ¬¨  «£¥¡àë ¨«¨ â¥à¬¨­ ¬¨. �ãáâì X ­¥ª®â®à®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ¯¥à¥-

¬¥­­ëå. � ª ®¡ëç­®, ¬­®¦¥áâ¢®  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å ¢ëà ¦¥­¨© ¨«¨ â¥à¬®¢

Term(D;X) á® á«®¢ à¥¬ D ¨ ¬­®¦¥áâ¢®¬ ¯¥à¥¬¥­­ëå X áâà®¨âáï ¨­¤ãª-

â¨¢­® ¯® ¯à ¢¨« ¬:

¥á«¨ t 2 D ¨«¨ t 2 X, â® t 2 Term(D;X);

¥á«¨ F 2 D ¨ t1; :::; tn 2 Term(D;X), â® F (t1; :::; tn) 2 Term(D;X).

�à ¢­¥­¨¥¬ ­ §ë¢ ¥âáï ¢ëà ¦¥­¨¥ ¢¨¤  L = R, £¤¥ L;R|¯ à  â¥à¬®¢

¨§ ¬­®¦¥áâ¢  Term(D;X).

�ã¤¥¬ ¯à¥¤¯®« £ âì, çâ® á ª ¦¤ë¬ â¥à¬¨­®¬ F 2 D á¢ï§ë¢ ¥âáï

á«¥¤ãîé ï á¨áâ¥¬  ãá«®¢¨©:

F:cond:eq(x1; :::; xn) | á¨áâ¥¬  ãà ¢­¥­¨© á ¯¥à¥¬¥­­ë¬¨ x1; :::; xn, § -

¤ îé ï ãá«®¢¨ï ¯à¨¬¥­¥­¨ï â¥à¬¨­  F ;

F (x1; :::; xn) | ¢¨¤ ¯à ¢¨«ì­® ¯®áâà®¥­­®£® â¥à¬  á® á«®¢ à­ë¬ â¥à-

¬¨­®¬ F ¯à¨ ¢ë¯®«­¥­¨¨ ãá«®¢¨© ¯à¨¬¥­¥­¨ï íâ®£® â¥à¬¨­ ;

F:res:eq(x1; :::; xn) | á¨áâ¥¬  à¥§ã«ìâ¨àãîé¨å ãà ¢­¥­¨©, § ¤ îé¨å

á¢ï§ì â¥à¬¨­  F á ¤àã£¨¬¨ â¥à¬¨­ ¬¨.

� ¬¥â¨¬, çâ® ­¥ª®â®àë¥ ¨§ íâ¨å á¨áâ¥¬ ãà ¢­¥­¨© ¬®£ãâ ¡ëâì âà¨¢¨-

 «ì­ë¬¨ (¯ãáâë¬¨).

�®¢¬¥áâ­® ¯à¨¢¥¤¥­­ãî ¢ëè¥ á¨áâ¥¬ã ãá«®¢¨© ¢ ¯à¨¬¥à å ¡ã¤¥¬ § ¯¨-

áë¢ âì ®¤­¨¬ ¯à¥¤«®¦¥­¨¥¬ ¢ ¢¨¤¥:
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"�á«¨ F:cond:eq(x1; :::; xn), â® ¢ëà ¦¥­¨¥ F (x1; :::; xn) ¯à ¢¨«ì­® ¨

F:res:eq(x1; :::; xn)".

�à®¬¥ â®£®, ¡ã¤¥¬ ¯à¥¤¯®« £ âì, çâ® § ¤ ­  á¨áâ¥¬  ãá«®¢­ëå á®®â­®-

è¥­¨© E = fe1; :::; ekg, £¤¥ ¤«ï ª ¦¤®£® e 2 E § ¤ ­ë:

e:cond:eq(x1; :::; xk) | á¨áâ¥¬  ãà ¢­¥­¨©, § ¤ îé ï ãá«®¢¨ï ¯à¨¬¥­¥-

­¨ï á®®â­®è¥­¨ï e;

e:res:eq(x1; :::; xk) | á¨áâ¥¬  ãà ¢­¥­¨©, ®¯à¥¤¥«ïîé ï à¥§ã«ìâ â á®-

®â­®è¥­¨ï e.

�á«®¢­®¥ á®®â­®è¥­¨¥ e ¢ ¯à¨¬¥à å ¡ã¤¥¬ § ¯¨áë¢ âì ¢ ¢¨¤¥ ¯à¥¤«®-

¦¥­¨ï:

"�á«¨ e:cond:eq(x1; :::; xk),â® e:res:eq(x1; :::; xk)".

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ 3.1. �¯¥æ¨ä¨ª æ¨ï S = (D;E)  «£¥¡à ¨ç¥áª®©

á¨áâ¥¬ë á ãá«®¢­ë¬¨ ®¯¥à æ¨ï¬¨ ¢ª«îç ¥â ¢ á¥¡ï:

D | á«®¢ àì ãá«®¢­ëå ®¯¥à æ¨©, £¤¥ ¤«ï ª ¦¤®© ®¯¥à æ¨¨ F 2 D

®¯à¥¤¥«¥­ë ãà ¢­¥­¨ï | ãá«®¢¨ï ¯à¨¬¥­¥­¨ï íâ®© ®¯¥à æ¨¨, ¯à ¢¨«ì­®

¯®áâà®¥­­ë© â¥à¬ á íâ®© ®¯¥à æ¨¥© ¨ á¨áâ¥¬  à¥§ã«ìâ¨àãîé¨å ãà ¢­¥­¨©;

E | ¬­®¦¥áâ¢® ãá«®¢­ëå á®®â­®è¥­¨©.

�ãáâì S = (D;E) | á¯¥æ¨ä¨ª æ¨ï ­¥ª®â®à®©  «£¥¡à ¨ç¥áª®© á¨áâ¥-

¬ë, ¨ X | ­¥ª®â®à®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ¯¥à¥¬¥­­ëå. �¯à¥¤¥«¨¬,â¥¯¥àì, ¢ ¬­®-

¦¥áâ¢¥ Term(D;X) ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® CTerm(D;E;X) � Term(D;X), ª®-

â®à®¥ ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ¬­®¦¥áâ¢®¬ ¯à ¢¨«ì­® ¯®áâà®¥­­ëå ¢ëà ¦¥­¨©.

�®áâà®¨¬ â ª¦¥ ®â­®è¥­¨¥ íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ eqE � CTerm(D;E;X) �

CTerm(D;E;X) ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ ¯à ¢¨«ì­® ¯®áâà®¥­­ëå ¢ëà ¦¥­¨©. �­®-

¦¥áâ¢® ¯à ¢¨«ì­® ¯®áâà®¥­­ëå ¢ëà ¦¥­¨© CTerm(D;E;X) ¨ ®â­®è¥­¨¥

íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ ­  ­¥¬ eqE áâà®ïâáï ¯® á«¥¤ãîé¨¬ ¯à ¢¨« ¬:

1. ¥á«¨ x 2 X, â® x 2 CTerm(D;E;X);

2. ¤«ï «î¡®£® F 2 D, ¥á«¨ t1; ::; tn 2 CTerm(D;E;X) ¨ ¤«ï ­¨å

¢ë¯®«­ï¥âáï ãá«®¢¨¥ ¯à¨¬¥­¥­¨ï F , â® ¥áâì F:cond:eq(t1; :::; tn) �

eqE, â® F (t1; :::; tn) 2 CTerm(D;E;X) ¨, ¥á«¨ â¥à¬ë, ¢å®¤ïé¨¥ ¢

F:res:eq(t1; :::; tn) ¯à ¢¨«ì­® ¯®áâà®¥­ë, â® ¯ àë â¥à¬®¢ | «¥¢ ï

¨ ¯à ¢ ï ç áâ¨ ãà ¢­¥­¨© ¨§ á¨áâ¥¬ë ãà ¢­¥­¨© F:res:eq(t1; :::; tn),

¢ª«îç îâáï ¢ ®â­®è¥­¨¥ eqE;

3. ®â­®è¥­¨¥ eqE à¥ä«¥ªá¨¢­®, á¨¬¬¥âà¨ç­® ¨ âà ­§¨â¨¢­®, â® ¥áâì,

¥á«¨ t 2 CTerm(D;E;X), â® (t; t) 2 eqE, ¥á«¨ (t1; t2) 2 eqE, â®

(t2; t1) 2 eqE, ¥á«¨ (t1; t2) 2 eqE ¨ (t2; t3) 2 eqE, â® (t1; t3) 2 eqE;
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4. ¤«ï «î¡®£® F 2 D, ¥á«¨ F (t1; :::; tn) 2 CTerm(D;E;X) ¨ ¯ à â¥à¬®¢

(t1; t
0
1); :::; (tn; t

0
n
) 2 eqE, â® F (t01; :::; t

0
n
) 2 CTerm(D;E;X) ¨ ¯ à 

(F (t1; :::; tn); F (t
0
1; :::; t

0
n
)) 2 eqE;

5. ¤«ï ª ¦¤®£® ãá«®¢­®£® á®®â­®è¥­¨ï e 2 E ¨ ¤«ï ª ¦¤®£® ­ ¡®à 

¯à ¢¨«ì­® ¯®áâà®¥­­ëå ¢ëà ¦¥­¨© t1; ::; tk 2 CTerm(D;E;X), ã¤®-

¢«¥â¢®àïîé¨å ãá«®¢¨î ¯à¨¬¥­¥­¨ï á®®â­®è¥­¨ï e, â® ¥áâì ãá«®¢¨î

e:cond:eq(t1; :::; tk) � eqE, ¥á«¨ â¥à¬ë, ¢å®¤ïé¨¥ ¢ e:res:eq(t1; :::; tn),

¯à ¢¨«ì­® ¯®áâà®¥­ë, â® ãà ¢­¥­¨ï ¨§ á¨áâ¥¬ë ãà ¢­¥­¨©

e:res:eq(t1; :::; tn), ¢ª«îç îâáï ¢ ®â­®è¥­¨¥ eqE.

�á«¨ ¯ à  â¥à¬®¢ (t1; t2) ¯à¨­ ¤«¥¦¨â ®â­®è¥­¨î eqE, â® íâ® ¡ã¤¥â

¢ëà ¦ âìáï â ª¦¥ ä®à¬ã«®© t1 �E t2.

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ 3.2. �ãáâì S = (D;E) | ­¥ª®â®à ï á¯¥æ¨ä¨ª -

æ¨ï. �«£¥¡à®© A(D;E) á ãá«®¢­ë¬¨ ®¯¥à æ¨ï¬¨, ¯®à®¦¤¥­­®© á«®¢ à¥¬

â¥à¬¨­®¢ D, ãá«®¢¨ï¬¨ ¯à¨¬¥­¥­¨ï ®¯¥à æ¨© F:cond:eq ¨ à¥§ã«ìâ¨àãî-

é¨¬¨ á®®â­®è¥­¨ï¬¨ F:res:eq, ¤«ï F 2 D, ¨ ¬­®¦¥áâ¢®¬ ãá«®¢­ëå á®®â-

­®è¥­¨© E ­ §ë¢ ¥âáï ä ªâ®à ¬­®¦¥áâ¢® ¯à ¢¨«ì­® ¯®áâà®¥­­ëå â¥à¬®¢

CTerm(D;E; ;) ¯® ®â­®è¥­¨î íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ eqE, ¯®áâà®¥­­ëå ¯à¥¤áâ -

¢«¥­­ë¬ ¢ëè¥ ¯à ¢¨« ¬ 1|5.

�ã¤¥¬ ¯à¥¤¯®« £ âì, çâ® á«®¢ àì D  «£¥¡à ¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬ë ­¥ á®¤¥à-

¦¨â á¨­®­¨¬®¢.

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ 3.3. �«£¥¡à ¨ç¥áª ï á¨áâ¥¬  A(D;E) ­ §ë¢ ¥âáï

­¥¯à®â¨¢®à¥ç¨¢®©, ¥á«¨ «î¡ë¥ ¤¢  á«®¢ à­ëå â¥à¬¨­  F1; F2 2 D ­¥

íª¢¨¢ «¥­â­ë ®â­®á¨â¥«ì­® íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ eqE, â® ¥áâì F1 6�E F2.

� áá¬®âà¨¬ ­¥áª®«ìª® ¯à¨¬¥à®¢ á¯¥æ¨ä¨ª æ¨©  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å á¨áâ¥¬

á ãá«®¢­ë¬¨ ®¯¥à æ¨ï¬¨.

� ¯¥à¢®¬ ¯à¨¬¥à¥ ¯®ª ¦¥¬, çâ® ¨­¨æ¨ «ì­ ï ¬®¤¥«ì  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯ 

¤ ­­ëå A = (Name;�; Eq) (á¬. ®¯à¥¤¥«¥­¨ï II.1.4 ¨ II.1.8) ï¢«ï¥âáï

¯à¨¬¥à®¬  «£¥¡à ¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬ë á ãá«®¢­ë¬¨ ®¯¥à æ¨ï¬¨.

� à ¨ ¬ ¥ à 3.1. �¡áâà ªâ­ë© â¨¯ ¤ ­­ëå.

�ãáâì A = (Name;�; Eq) | ¯à®¨§¢®«ì­ë© â¨¯ ¤ ­­ëå, £¤¥ � =

fs1; :::; sn; f1; :::; fkg | á¨£­ âãà   ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå.

� ª ç¥áâ¢¥ á«®¢ àï á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥©  «£¥¡à ¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬ë á ãá«®¢-

­ë¬¨ ®¯¥à æ¨ï¬¨ ¡¥à¥âáï ¬­®¦¥áâ¢®

D = ftrue; 2; s1; :::; sn; f1; :::; fkg:
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�­®¦¥áâ¢® á®®â­®è¥­¨© ¨ ãà ¢­¥­¨ï íâ®£® ¯à¨¬¥à  ¡ã¤¥¬ ¢ë¯¨áë¢ âì

®â¤¥«ì­ë¬¨ £àã¯¯ ¬¨, ¨á¯®«ì§ãï ­¥ª®â®àë¥ á®ªà é¥­­ë¥ ä®à¬ë § ¯¨á¥©,

ª®â®àë¥ ¡ã¤ãâ ¢¢®¤¨âìáï ¯® ¬¥à¥ ­¥®¡å®¤¨¬®áâ¨. �¥à¥¬¥­­ë¥ ¡ã¤ãâ

®¡®§­ ç âìáï á«®¢ ¬¨, ­ ç¨­ îé¨¬¨áï § £« ¢­ë¬¨ ¡ãª¢ ¬¨, ¨«¨ ¯à®áâ®

§ £« ¢­ë¬¨ ¡ãª¢ ¬¨.

�®«®¦¨¬: true , s1; :::; sn | ¡¥§ãá«®¢­ë¥ ¯à ¢¨«ì­ë¥ ¢ëà ¦¥­¨ï;

�á«¨ Y = si, â® 2 (X;Y ) | ¯à ¢¨«ì­®¥ ¢ëà ¦¥­¨¥, ¤«ï i = 1; :::; n.

�®ªà é¥­¨¥: ¢ëà ¦¥­¨¥ X 2 Y ï¢«ï¥âáï á®ªà é¥­­ë¬ ¢ëà ¦¥-

­¨¥¬ ãà ¢­¥­¨ï 2 (X;Y ) = true.

� ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥¬ íâ®£® á®ªà é¥­¨ï ¢ë¯¨è¥¬ ­¥ª®â®àë¥ ãá«®¢­ë¥ á®-

®â­®è¥­¨ï E íâ®£® ¯à¨¬¥à .

�á«¨ fj | äã­ªæ¨®­ «ì­ë© á¨¬¢®« â¨¯  fj : si1 � :::� sir ! skj , â® ¤«ï

­¥£® ¢¯¨áë¢ ¥âáï á«¥¤ãîé¥¥ ¢ëà ¦¥­¨¥. �á«¨ Xi1
2 si1 ; :::;Xir 2 sir, â®

¢ëà ¦¥­¨¥ fj(Xi1
; :::;Xir) ¯à ¢¨«ì­®, ¨ fj(Xi1

; :::;Xir) 2 skj
�à®¬¥ â®£®, ¢ë¯¨áë¢ îâáï ãà ¢­¥­¨ï Eq, ¢ëà ¦ îé¨¥ á®®â­®è¥­¨ï

 ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå A.

�¥âàã¤­® ¢¨¤¥âì, çâ®  «£¥¡à ¨ç¥áª ï á¨áâ¥¬  á ãá«®¢­ë¬¨ ®¯¥à æ¨ï¬¨,

á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï á¯¥æ¨ä¨ª æ¨¨ ¯à¨¬¥à  3.1, ï¢«ï¥âáï ¨­¨æ¨ «ì­®©  «£¥-

¡à®© â¥à¬®¢  ¡áâà ªâ­®£® â¨¯  ¤ ­­ëå A (á¬. ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë

II.1.2 ).

� £« ¢¥ 2 ¨á¯®«ì§®¢ «¨áì ª â¥£®à¨¨, ¯®à®¦¤¥­­ë¥ ¬­®¦¥áâ¢®¬ ®¡à §ã-

îé¨å ¨ á®®â­®è¥­¨©, ¤«ï ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ¯®­ïâ¨©. � á«¥¤ãîé¥¬ ¯à¨¬¥à¥

¤ ¥âáï á¯¥æ¨ä¨ª æ¨ï â ª®© ª â¥£®à¨¨ ¢ ¢¨¤¥  «£¥¡àë á ãá«®¢­ë¬¨ ®¯¥à -

æ¨ï¬¨.

� à ¨ ¬ ¥ à 3.2. � â¥£®à¨ï Cat(s1; :::; sn; f1; :::; fk; Eq), § ¤ ­­ ï ®¡à -

§ãîé¨¬¨ ®¡ê¥ªâ ¬¨ s1; :::; sn, ¬®àä¨§¬ ¬¨ f1; :::; fk ¨ ¬­®¦¥áâ¢®¬ á®®â­®-

è¥­¨© Eq ¬¥¦¤ã ­¨¬¨.

�«®¢ àì â¥à¬¨­®¢ ¢ íâ®¬ ¯à¨¬¥à¥ ¨¬¥¥â ¢¨¤:

D = ftrue;2; ob;mor; dom; codom; com; id; s1; :::; sn; f1; :::; fkg:

�­®¦¥áâ¢® á®®â­®è¥­¨© ¨ ãà ¢­¥­¨ï íâ®£® ¯à¨¬¥à  â ª¦¥ ¡ã¤¥¬ ¢ë¯¨-

áë¢ âì ®â¤¥«ì­ë¬¨ £àã¯¯ ¬¨, ¨á¯®«ì§ãï ­¥ª®â®àë¥ á®ªà é¥­­ë¥ ä®à¬ë

§ ¯¨á¥©, ª®â®àë¥ ¡ã¤ãâ ¢¢®¤¨âìáï ¯® ¬¥à¥ ­¥®¡å®¤¨¬®áâ¨. �¥à¥¬¥­­ë¥

¡ã¤ãâ ®¡®§­ ç âìáï, ª ª ¨ à ­ìè¥, á«®¢ ¬¨, ­ ç¨­ îé¨¬¨áï § £« ¢­ë¬¨

¡ãª¢ ¬¨, ¨«¨ ¯à®áâ® § £« ¢­ë¬¨ ¡ãª¢ ¬¨.
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�®«®¦¨¬:

true; ob;mor, s1; :::; sn; f1; :::; fk | ¡¥§ãá«®¢­ë¥ ¯à ¢¨«ì­ë¥ ¢ëà ¦¥­¨ï;

�á«¨ Ob = ob, â® 2 (X;Ob) | ¯à ¢¨«ì­®¥ ¢ëà ¦¥­¨¥.

�á«¨ Mor = mor, â® 2 (X;Mor) | ¯à ¢¨«ì­®¥ ¢ëà ¦¥­¨¥.

�®ªà é¥­¨¥: ¢ëà ¦¥­¨¥ X 2 Y ï¢«ï¥âáï á®ªà é¥­­ë¬ ¢ëà ¦¥-

­¨¥¬ ãà ¢­¥­¨ï 2 (X;Y ) = true.

� ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥¬ íâ®£® á®ªà é¥­¨ï ¢ë¯¨è¥¬ ­¥ª®â®àë¥ ãá«®¢­ë¥ á®-

®â­®è¥­¨ï E íâ®£® ¯à¨¬¥à .

si 2 ob, ¤«ï i = 1; :::; n; fj 2 mor, ¤«ï j = 1; :::; k.

�á«¨ F 2 mor, â® ¢ëà ¦¥­¨¥ dom(F ) ¯à ¢¨«ì­® ¨ dom(F ) 2 ob.

�á«¨ F 2 mor, â® ¢ëà ¦¥­¨¥ codom(F ) ¯à ¢¨«ì­® ¨ codom(F ) 2 ob.

�®ªà é¥­¨¥: ¢ëà ¦¥­¨¥ F : X ! Y ï¢«ï¥âáï á®ªà é¥­­ë¬

¢ëà ¦¥­¨¥¬ á¨áâ¥¬ë ãà ¢­¥­¨© F 2 mor; dom(F ) = X; codom(F ) =

Y:

�á«¨ X 2 ob, â® ¢ëà ¦¥­¨¥ id(X) ¯à ¢¨«ì­® ¨ id(X) : X ! X:

�á«¨ F 2 mor; G 2 mor; codom(F ) = dom(G); â® ¢ëà ¦¥­¨¥

com(F;G) ¯à ¢¨«ì­® ¨ com(F;G) 2 mor; dom(com(F;G)) = dom(F );

codom(com(F;G)) = codom(G):

�á«¨ F : X ! Y , â® com(id(X); F ) = F com(F; id(Y )) = F .

�á«¨ F1 : X1 ! X2; F2 : X2 ! X3; F3 : X3 ! X4; â®

com(com(F1; F2); F3)) = com(F1; com(F2; F3)).

�à®¬¥ â®£®, ¢ë¯¨áë¢ îâáï ãà ¢­¥­¨ï, ¢ëà ¦ îé¨¥ á®®â­®è¥­¨ï ¬¥¦-

¤ã ¬®àä¨§¬ ¬¨ ¨§ ¬­®¦¥áâ¢  á®®â­®è¥­¨© Eq.

� íâ®¬ ¯à¨¬¥à¥ ¢¢¥¤¥­­ë¥ á®ªà é¥­¨ï ¤«ï á¨áâ¥¬ ãà ¢­¥­¨© ¯®§¢®«ïîâ

¤ âì ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¯®­ïâ¨ï ª â¥£®à¨¨ ¢ ¢¨¤¥  «£¥¡àë á ãá«®¢­ë¬¨ ®¯¥à -

æ¨ï¬¨ ¨ ãá«®¢­ë¬¨ á®®â­®è¥­¨ï¬¨ ¢ áâ ­¤ àâ­®© ¤«ï â¥®à¨¨ ª â¥£®à¨©

ä®à¬¥. �«£¥¡à , § ¤ ­­ ï íâ¨¬ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥¬, ï¢«ï¥âáï áâ ­¤ àâ­®© ª -

â¥£®à¨¥©, § ¤ ­­®© ®¡à §ãîé¨¬¨ ¨ á®®â­®è¥­¨ï¬¨.

� ¯à¨«®¦¥­¨ïå ¤«ï § ¤ ç ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ¯®­ïâ¨© âà¥¡ãîâáï â ª¦¥ ª -

â¥£®à¨¨, ã ª®â®àëå ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ ®¡ê¥ªâ®¢ ®¯à¥¤¥«¥­ ¯®àï¤®ª,  ­ «®£¨ç-

­ë© ¯®àï¤ªã ¢ª«îç¥­¨ï ¬­®¦¥áâ¢. �¡ê¥ªâë ¬®£ãâ ¨¬¥âì í«¥¬¥­âë, ¨

¬®àä¨§¬ë ®¡« ¤ îâ á¢®©áâ¢®¬ ­ á«¥¤®¢ ­¨ï [56, 40]. �à®¬¥ â®£®, å®â¥-

«®áì ¡ë, çâ®¡ë ¢á¥ ¯à ¢¨«ì­® ¯®áâà®¥­­ë¥ â¥à¬ë ¡ë«¨ à §¡¨âë ¯® â¨¯ ¬.

�à¥¤áâ¢ ¬¨ ãá«®¢­ëå  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å á¨áâ¥¬ íâ¨ ãá«®¢¨ï ¢ëà ¦ îâáï ¢

á«¥¤ãîé¥¬ ¯à¨¬¥à¥.
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� à ¨ ¬ ¥ à 3.3. � â¥£®à¨ï ã¯®àï¤®ç¥­­ëå â¨¯®¢ OrderCat.

�á¯®«ì§ã¥âáï ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ Cat(:::) ¨§ ¯à¨¬¥à  3.2. �à¨ íâ®¬, ¯®¯®«­ï-

¥âáï á«®¢ àì â¥à¬¨­®¢ ¨ ¬­®¦¥áâ¢® ãá«®¢­ëå á®®â­®è¥­¨©.

�«®¢ àì â¥à¬¨­®¢ D ¯®¯®«­ï¥âáï í«¥¬¥­â ¬¨ boolean , false; �,

injection, ;; appl.

�  «£¥¡à¥ Cat ¢ëà ¦¥­¨¥ 2 (El;X) ¯à ¢¨«ì­®, â®«ìª® ¥á«¨ X á®¢¯ -

¤ ¥â á ob ¨«¨ mor. � ª ª ª ¬ë å®â¨¬ ¤®¯ãáâ¨âì áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ í«¥¬¥­â®¢

ã ®¡ê¥ªâ®¢, â® ­¥®¡å®¤¨¬® ¤®®¯à¥¤¥«¨âì ®¯¥à æ¨î 2 á«¥¤ãîé¨¬¨ ¯à ¢¨-

« ¬¨ ( ­ ¯®¬­¨¬, çâ® ¯¥à¥¬¥­­ë¥ ®¡®§­ ç îâáï á«®¢ ¬¨, ­ ç¨­ îé¨¬¨áï

á ¯à®¯¨á­®© ¡ãª¢ë, ¨«¨, ¯à®áâ®, ¯à®¯¨á­ë¬¨ ¡ãª¢ ¬¨)

�á«¨ X 2 ob, â® ¢ëà ¦¥­¨¥ 2 (El;X) ¯à ¢¨«ì­® ¯®áâà®¥­®.

�®ªà é¥­¨¥: ¢ëà ¦¥­¨¥ El 2 X ï¢«ï¥âáï á®ªà é¥­­ë¬ ¢ëà ¦¥-

­¨¥¬ ãà ¢­¥­¨ï 2 (El;X) = true.

�®«®¦¨¬ â ª¦¥:

boolean, false | ¯à ¢¨«ì­® ¯®áâà®¥­­ë¥ ¡¥§ãá«®¢­ë¥ ¢ëà ¦¥­¨ï ¨

boolean 2 ob; true 2 boolean; false 2 boolean.

�á«¨ X 2 ob; Y 2 ob, â® ¢ëà ¦¥­¨¥ � (X;Y ) ¯à ¢¨«ì­® ¨ � (X;Y ) 2

boolean.

�®ªà é¥­¨¥: ¢ëà ¦¥­¨¥ X � Y ï¢«ï¥âáï á®ªà é¥­­ë¬ ¢ëà ¦¥-

­¨¥¬ ãà ¢­¥­¨ï � (X;Y ) = true:

�á«®¢­ë¥ á®®â­®è¥­¨ï /* ®â­®è¥­¨ï ¢ª«îç¥­¨ï */:

�á«¨ X 2 ob, â® X � X:

�á«¨ X1 � X2; X2 � X3, â® X1 � X3.

�á«¨ X1 � X2; X2 � X1; â® X1 = X2.

�á«¨ X � Y , â® ¢ëà ¦¥­¨¥ injection(X;Y ) ¯à ¢¨«ì­® ¨

injection(X;Y ) 2 mor,

dom(injection(X;Y )) = X,

codom(injection(X;Y )) = Y .

�á«¨ F;G 2 mor; X;Y 2 ob; X � Y ; codom(F ) = X, codom(G) = X;

¨ com(F; injection(X;Y )) = com(G; injection(X;Y )); â® F = G.

�á«¨ X � Y; Y � Z, â® com(injection(X;Y ); injection(Y;Z)) =

injection(X;Z).

�á«¨ X 2 ob, â® injection(X;X) = id(X).

�á«®¢­ë¥ á®®â­®è¥­¨ï:

/* ¬®¤¨ä¨ª æ¨ï ®¯¥à æ¨¨ ª®¬¯®§¨æ¨¨ ¬®àä¨§¬®¢ */

�á«¨ F 2 mor; G 2 mor; codom(F ) � dom(G); â® ¢ëà ¦¥­¨¥

com(F;G) ¯à ¢¨«ì­® ¯®áâà®¥­® ¨
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com(F;G) 2 mor,

dom(com(F;G)) = dom(F ),

codom(com(F;G)) = codom(G):

�á«¨ F 2 mor; G 2 mor; codom(F ) � dom(G); â®

com(com(F; injection(codom(F ); dom(G)); G) = com(F;G).

�á«¨ F;G;H 2 mor; codom(F ) � dom(G); codom(G) � dom(H); â®

com(com(F;G);H)) = com(F; com(G;H)).

�á«®¢­ë¥ á®®â­®è¥­¨ï /* ®â­®è¥­¨ï ¯à¨­ ¤«¥¦­®áâ¨ */:

�á«¨ X;Y 2 ob, El 2 X; X � Y , â® El 2 Y .

�á«®¢­ë¥ á®®â­®è¥­¨ï /* ¯ãáâ®© ®¡« áâ¨ */:

�¥à¬¨­ ; ®¯à¥¤¥«ï¥â ­ã«ì à­ë© ¡¥§ãá«®¢­ë© â¥à¬ ¨ ; 2 ob, 2 (El; ;) =

false.

�á«¨ X 2 ob; â® ; � X.

�á«®¢­ë¥ á®®â­®è¥­¨ï /* â¥à¬¨­  appl, ®§­ ç îé¥£® ¯à¨¬¥­¥­¨¥ äã­ª-

æ¨®­ «ì­®£® â¥à¬  ª í«¥¬¥­âã ®¡« áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï */:

�á«¨ El 2 X; F : X ! Y , â® ¢ëà ¦¥­¨¥ appl(F;El) ¯à ¢¨«ì­® ¨

appl(F;El) 2 Y .

�®ªà é¥­¨¥: ¢ëà ¦¥­¨¥ F (El) ï¢«ï¥âáï á®ªà é¥­­ë¬ ¢ëà ¦¥-

­¨¥¬ â¥à¬  appl(F;El).

�á«¨ El 2 X; X � Y , â® injection(X;Y )(El) = El.

�á«¨ F 2 mor; G 2 mor; codom(F ) � dom(G); El 2 dom(F ); â®

com(F;G)(El) = G((F (El)).

� íâ®¬ ¯à¨¬¥à¥, ¢ ®â«¨ç¨¥ ®â ®¡ëç­®£® ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®£® ¯®­ïâ¨ï ª -

â¥£®à¨¨ (¯à¨¬¥à 3.2), ¢ ®¡ê¥ªâ å ¢ë¤¥«ïîâáï ª ­®­¨ç¥áª¨¥ ¯®¤®¡ê¥ªâë,

¤®¯ãáª ¥âáï, çâ®¡ë ®¡ê¥ªâë ¨¬¥«¨ í«¥¬¥­âë ¨ ­¥ª®â®àë¥ í«¥¬¥­âë ¡ë«¨

¢ëà §¨¬ë ¢ á¯¥æ¨ä¨ª æ¨¨. � ¦­ë¬ ¤«ï ¯à¨«®¦¥­¨© ®¡®¡é¥­¨¥¬ ï¢«ï¥âáï

â ª¦¥ à áè¨à¥­¨¥ ãá«®¢¨ï ¯à¨¬¥­¥­¨ï ª®¬¯®§¨æ¨¨ ¬®àä¨§¬®¢: ª®¬¯®§¨-

æ¨ï ¤¢ãå ¬®àä¨§¬®¢ ®¯à¥¤¥«¥­  ­¥ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®¡« áâì §­ ç¥­¨©

®¤­®£® ¬®àä¨§¬  á®¢¯ ¤ ¥â á ®¡« áâìî ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¤àã£®£®, ­® ¨ ª®£¤ 

®¡« áâì §­ ç¥­¨ï ï¢«ï¥âáï ¯®¤®¡ê¥ªâ®¬ ®¡« áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï. �à®¬¥ â®£®,

í«¥¬¥­â ¯®¤®¡ê¥ªâ  ï¢«ï¥âáï í«¥¬¥­â®¬ á ¬®£® ®¡ê¥ªâ , ¯®íâ®¬ã ¬®àä¨§-

¬ë, ®¯à¥¤¥«¥­­ë¥ ­  ®¡ê¥ªâ¥, ¬®£ãâ ¡ëâì ¯à¨¬¥­¥­ë ¨ ª í«¥¬¥­â ¬ «î¡®-

£® ¥£® ¯®¤®¡ê¥ªâ . � ª¨¬ ®¡à §®¬,  «£¥¡à ¨ç¥áª ï á¨áâ¥¬  íâ®£® ¯à¨¬¥à 

¯®§¢®«ï¥â ¬®¤¥«¨à®¢ âì ¨ ¨á¯®«ì§®¢ âì ¬¥å ­¨§¬ ­ á«¥¤®¢ ­¨ï á¢®©áâ¢

¯®¤â¨¯®¬ ã ­ ¤â¨¯ .
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�«ï ¬®¤¥«¨à®¢ ­¨ï ¡®«¥¥ ª®­ªà¥â­ëå ¯®­ïâ¨© ¬®¦­® ¨á¯®«ì§®¢ âì

á¯¥æ¨ä¨ª æ¨î ¯à¥¤ë¤ãé¥£® ¯à¨¬¥à , ¤®¯®«­¨¢ ¥¥ ­®¢ë¬¨ í«¥¬¥­â ¬¨ ¨

á®®â­®è¥­¨ï¬¨ ª®­ªà¥â­®£® ¯®­ïâ¨ï.

�«ï ¬®¤¥«¨à®¢ ­¨ï â®¯®á­ëå ®¯¥à æ¨© ­ ¤ ®¡ê¥ªâ ¬¨ ª á¯¥æ¨ä¨ª æ¨¨

¯à¥¤ë¤ãé¥£® ¯à¨¬¥à  ¢ á«®¢ àì á«¥¤ã¥â ¤®¡ ¢¨âì ¨¬¥­  á®®â¢¥âáâ¢ãî-

é¨å ®¯¥à æ¨© ¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¨¬ á®®â­®è¥­¨ï. �«ï ¬®¤¥«¨à®¢ ­¨ï

à¥ä«¥ªá¨¨, ª®â®à ï ¤«ï â®¯®á®¢ ¡ë«  à áá¬®âà¥­  ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ à §¤¥«¥,

ª á¯¥æ¨ä¨ª æ¨¨ ¯à¨¬¥à  â ª¦¥ ­ã¦­® ¤®¡ ¢¨âì á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ â¥à¬¨­ë

¨ á®®â­®è¥­¨ï.

� § ¤ ç å ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ¯®­ïâ¨©  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¬¨ á¨áâ¥¬ ¬¨ á ãá«®¢-

­ë¬¨ ®¯¥à æ¨ï¬¨ ¬­®£¨¥ ¢®¯à®áë ª ¯à¥¤áâ ¢«¥­­®¬ã ¯®­ïâ¨î á¢®¤ïâáï ª

á«¥¤ãîé¥©  «£¥¡à ¨ç¥áª®© § ¤ ç¥. �ãáâì § ¤ ­  ­¥ª®â®à ï á¯¥æ¨ä¨ª æ¨ï

 «£¥¡à ¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬ë S = (D;E), ¯à¥¤áâ ¢«ïîé ï ­¥ª®â®à®¥ ¯®­ïâ¨¥.

�ã¦­® ã¬¥âì ®â¢¥ç âì ­  ¤¢  ®á­®¢­ëå ¢§ ¨¬®á¢ï§ ­­ëå ¢®¯à®á :

ï¢«ï¥âáï «¨ ¯à¥¤êï¢«¥­­ë© ¢ ¬ â¥à¬ ¯à ¢¨«ì­® ¯®áâà®¥­­ë¬;

íª¢¨¢ «¥­â­ë «¨ ¤¢  â¥¬  t1 ¨ t2 ¯® ®â­®è¥­¨î íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ eqE,

¯®à®¦¤¥­­®© á®®â­®è¥­¨ï¬¨ E.

� ª ª ª ¯à¨¬¥à ¬¨  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å á¨áâ¥¬ A(D;E) ï¢«ïîâáï £àã¯-

¯ë ¨ ¯®«ã£àã¯¯ë, ¯®à®¦¤¥­­ë¥ ¬­®¦¥áâ¢®¬ ®¡à §ãîé¨å ¨ á®®â­®è¥-

­¨©, ¨ ¨§¢¥áâ­ë ¯à¨¬¥àë £àã¯¯ ¨ ¯®«ã£àã¯¯ á  «£®à¨â¬¨ç¥áª¨ ­¥à §-

à¥è¨¬®© ¯à®¡«¥¬®© â®¦¤¥áâ¢  á«®¢, â® ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ 

CTerm(D;E; ;) � Term(D;E; ;) ¨

eqE � CTerm(D;E; ;)� CTerm(D;E; ;)

¬®£ãâ ¡ëâì ­¥à §à¥è¨¬ë¬¨ (­® ¢á¥£¤  à¥ªãàá¨¢­® ¯¥à¥ç¨á«¨¬ë). �®íâ®¬ã

¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ­¥ áãé¥áâ¢ã¥â  «£®à¨â¬  ¤«ï ¯®«ãç¥­¨ï ®â¢¥â®¢ ­  ¯®áâ -

¢«¥­­ë¥ ¢ëè¥ ¢®¯à®áë ¨ ­ã¦­® ­ ©â¨ ¯à ªâ¨ç¥áª®¥ à¥è¥­¨¥ íâ¨å ¯à®¡«¥¬.

� ª¨¬ à¥è¥­¨¥¬ ¬®¦¥â ¡ëâì ®âà ¦¥­¨¥ ¢ á¨áâ¥¬¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï (­ àï¤ã

á ®¯à¥¤¥«¥­¨ï¬¨ ¯®­ïâ¨© | á¯¥æ¨ä¨ª æ¨ï¬¨  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å á¨áâ¥¬) ã¦¥

¨§¢¥áâ­ëå ­ ¬ à ¢¥­áâ¢ ¨ ¨§¢¥áâ­ëå ¤«ï ¤ ­­®£® ¯®­ïâ¨ï  «£®à¨â¬®¢ ¯®«ã-

ç¥­¨ï ­®¢ëå à ¢¥­áâ¢, ¢ëâ¥ª îé¨å ¨§ á¯¥æ¨ä¨ª æ¨¨ ¨ ¨§¢¥áâ­ëå à ¢¥­áâ¢.

� ¡®à â ª¨å à ¢¥­áâ¢ ¨  «£®à¨â¬®¢ ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¥©  «£¥-

¡à ¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬ë. �®«¥¥ â®ç­®.

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ 3.4. �¯¯à®ªá¨¬ æ¨¥© ApproxaA  «£¥¡à ¨ç¥áª®©

á¨áâ¥¬ë á ãá«®¢­ë¬¨ ®¯¥à æ¨ï¬¨ A(D;E) ­ §ë¢ ¥âáï á«¥¤ãîé¨© ­ ¡®à

¯®¤¬­®¦¥áâ¢:

CTerma � Term(D; ;); NTerma � Term(D; ;) | ¤¢   «£®à¨â¬¨ç¥áª¨

à §à¥è¨¬ëå ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  ¢ ¬­®¦¥áâ¢¥ â¥à¬®¢ á® á«®¢ à¥¬ â¥à¬¨­®¢ D ;
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eqa
E
� Term(D; ;) � Term(D; ;); Neqa

E
� Term(D; ;) � Term(D; ;)

| ¤¢   «£®à¨â¬¨ç¥áª¨ à §à¥è¨¬ëå ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  ¢ ¬­®¦¥áâ¢¥ ¢á¥å ¯ à

â¥à¬®¢ á® á«®¢ à¥¬ D.

�à¨ íâ®¬ ¤®«¦­ë ¢ë¯®«­ïâìáï á«¥¤ãîé¨¥ ¢ª«îç¥­¨ï:

CTerma
� CTerm(D;E; ;); eqa

E
� eqE

¨, ¢ ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨¨ ­¥¯à®â¨¢®à¥ç¨¢®áâ¨  «£¥¡à ¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬ë A(D;E),

¤®«¦­ë ¢ë¯®«­ïâìáï ¢ª«îç¥­¨ï:

NTerma
� (Term(D; ;) n CTerm(D;E; ;));

Neqa
E
� (Term(D; ;)� Term(D; ;)) n eqE;

£¤¥ á¨¬¢®«®¬ n ®¡®§­ ç¥­  ®¯¥à æ¨ï à §­®áâ¨ ¤¢ãå ¬­®¦¥áâ¢.

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ 3.5. �ãáâì ¯®áâà®¥­ë ¤¢¥  ¯¯à®ªá¨¬ -

æ¨¨  «£¥¡à ¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬ë á ãá«®¢­ë¬¨ ®¯¥à æ¨ï¬¨. �¯¯à®ªá¨¬ -

æ¨ï Approxa = (CTerma; NTerma; eqa
E
; Neqa

E
)  «£¥¡à ¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬ë

A(D;E) ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ¡®«¥¥ â®ç­®©, ç¥¬  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨ï Approxb =

(CTermb; NTermb; eqb
E
; Neqb

E
); ¥á«¨ ®­¨ ­¥ á®¢¯ ¤ îâ ¨ ¬­®¦¥áâ¢   ¯-

¯à®ªá¨¬ æ¨¨ Approxa á®¤¥à¦ â á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¬­®¦¥áâ¢   ¯¯à®ªá¨¬ -

æ¨¨ Approxb.

�á«¨ Approxa = (CTerma; NTerma; eqa
E
; Neqa

E
) | ­¥ª®â®à ï  ¯¯à®ª-

á¨¬ æ¨ï  «£¥¡à ¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬ë A(D;E) ¨ t | ­¥ª®â®àë© â¥à¬, â® ¯®

¤ ­­®©  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï, çâ® â¥à¬ ¯à ¢¨«ì­® ¯®áâà®¥­, ¥á«¨

t 2 CTerma, ¨ ­¥¯à ¢¨«ì­® ¯®áâà®¥­, ¥á«¨ t 2 NTerma. � ¯à®â¨¢­®¬

á«ãç ¥, ¯à ¢¨«ì­®áâì ¯®áâà®¥­¨ï â¥à¬  t ¢ ¤ ­­®©  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ áç¨â -

¥âáï ­¥¨§¢¥áâ­®©. �­ «®£¨ç­®, ¥á«¨ § ¤ ­ë â¥à¬ë t1 ¨ t2, â® ¢ ¤ ­­®©

 ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ íâ¨ â¥à¬ë áç¨â îâáï íª¢¨¢ «¥­â­ë¬¨, ¥á«¨ (t1; t2) 2 eqa
E
,

­¥íª¢¨¢ «¥­â­ë¬¨, ¥á«¨ (t1; t2) 2 Neqa
E
, ¨ íª¢¨¢ «¥­â­®áâì ­¥¨§¢¥áâ­  ¢

¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤«ï § ¤ ç ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï §­ ­¨©, ¢ ¡ §¥ ¯®­ïâ¨© ­¥®¡-

å®¤¨¬® åà ­¨âì ª ª á¯¥æ¨ä¨ª æ¨î  «£¥¡à ¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬ë, ¯à¥¤áâ ¢«ïî-

é¥© ­¥ª®â®à®¥ ¯®­ïâ¨¥, â ª ¨  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨î íâ®©  «£¥¡à ¨ç¥áª®© á¨áâ¥-

¬ë. �à®¬¥ â®£®, ¤«ï § ¤ ç ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï §­ ­¨© ­¥®¡å®¤¨¬®, çâ®¡ë ¯®

 ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ ¬®¦­® ¡ë«® ¡ë ¯®«ãç âì ­¥ª®â®àë¥ ®â¢¥âë ­  á«¥¤ãîé¨¥

¢®¯à®áë:

¤«ï ª ª¨å §­ ç¥­¨© ¯¥à¥¬¥­­ëå x1; :::; xn â¥à¬ t(x1; :::; xn) ¯à ¢¨«ì­®

¯®áâà®¥­ ¢ â¥ªãé¥©  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨;
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¤«ï ª ª¨å §­ ç¥­¨© ¯¥à¥¬¥­­ëå x1; :::; xn â¥à¬ t(x1; :::; xn) ¢  ¯¯à®ªá¨-

¬ æ¨¨ ¢ë¯®«­ï¥âáï á¨áâ¥¬  ãà ¢­¥­¨©

L1(x1; . . . ; xn) = R1(x1 . . . ; xn)

. . . . . . . . .

Lk(x1; . . . ; xn) = Rk(x1 . . . ; xn);

£¤¥ Li ¨ Ri | ­¥ª®â®àë¥ â¥à¬ë ®â ¯¥à¥¬¥­­ëå x1; :::; xn, ¤«ï i = 1; :::; k.

�  ¯à ªâ¨ª¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¬­®¦¥áâ¢   ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨  «£¥¡à ¨ç¥-

áª®© á¨áâ¥¬ë ¬®£ãâ § ¤ ¢ âìáï áà¥¤áâ¢ ¬¨ ¡ § ¤ ­­ëå ¨  «£®à¨â¬ ¬¨ á

ãª § ­¨¥¬ ¯à ¢¨« ¯¥à¥¯¨áë¢ ­¨ï â¥à¬®¢ ¨ ®£à ­¨ç¥­¨¥¬ ç¨á«  ¯¥à¥¯¨áë-

¢ ­¨ï ¨«¨ ¢à¥¬¥­¥¬ à ¡®âë  «£®à¨â¬®¢. � ®â«¨ç¨¥ ®â á¨áâ¥¬ ¯à ¢¨« ¯¥-

à¥¯¨áë¢ ­¨ï â¥à¬®¢, ª®â®àë¥ ¢®§­¨ª îâ ¢ â¥®à¨¨  ¡áâà ªâ­ëå â¨¯®¢ ¤ ­-

­ëå (á¬. £« ¢ã 2), §¤¥áì ¤®«¦­ë ¨á¯®«ì§®¢ âìáï á¨áâ¥¬ë ãá«®¢­ëå ¯à ¢¨«

¯¥à¥¯¨áë¢ ­¨ï [60, 71], á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ãá«®¢­ë¬ à ¢¥­áâ¢ ¬  «£¥¡à ¨-

ç¥áª®© á¨áâ¥¬ë.

�«ï ¯®áâà®¥­¨ï  «£®à¨â¬®¢  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨©  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å á¨áâ¥¬ á

ãá«®¢­ë¬¨ ®¯¥à æ¨ï¬¨ ¯®«¥§­ë á«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï.

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 3.1. �ãáâì S = (D;E) | ­¥ª®â®à ï á¯¥æ¨ä¨ª æ¨ï

¨ t â¥à¬ ¢ á«®¢ à¥ D. �á«¨ â¥à¬ t ¯à ¢¨«ì­® ¯®áâà®¥­ ¢ á¯¥æ¨ä¨ª æ¨¨ S,

â® ¨ «î¡®© ¥£® ¯®¤â¥à¬ ¯à ¢¨«ì­® ¯®áâà®¥­.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �®ª § â¥«ìáâ¢® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï ¡ã¤¥¬ ¯à®-

¢®¤¨âì ¬¥â®¤®¬ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© ¨­¤ãªæ¨¨ ¯® è £ ¬ ¯®áâà®¥­¨ï ¬­®¦¥áâ¢

CTerm(D;E) ¨ eqE.

�  ¯¥à¢®¬ è £¥ ¬­®¦¥áâ¢  CTerm(D;E) ¨ eqE, á®£« á­® ¯®áâà®¥­¨ï¬

®¯à¥¤¥«¥­¨ï 3.2, ¯ãáâë, ¨ ¯à ¢¨«ì­® ¯®áâà®¥­­ë© â¥à¬ ¬®¦¥â ¡ëâì ¯®-

áâà®¥­ «¨¡® ¯® ¯à ¢¨«ã 1, «¨¡® ¯® ¯à ¢¨«ã 2 ®¯à¥¤¥«¥­¨ï 3.2 á ¯ãáâë¬

ãá«®¢¨¥¬ ¯à¨¬¥­¥­¨ï. � ¢ â®¬ ¨ ¢ ¤àã£®¬ á«ãç ¥, ¯®áâà®¥­­ë© â¥à¬, ®ç¥-

¢¨¤­®, ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 3.1.

�ãáâì ã¦¥ ¯®áâà®¥­ë ­¥ª®â®àë¥ â¥à¬ë ¬­®¦¥áâ¢  CTerm(D;E), ¨ ¯®

¯à¥¤¯®«®¦¥­¨î ¨­¤ãªæ¨¨ ®­¨ ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 3.1.

�à¥¤¯®«®¦¨¬, â¥à¬ t ¯®áâà®¥­ ­  á«¥¤ãîé¥¬ è £¥ ¯®áâà®¥­¨ï ¬­®¦¥-

áâ¢  CTerm(D;E). �®£¤ , ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î 3.2, â¥à¬ t ¬®¦¥â ¡ëâì ¯®-

áâà®¥­ ¯® ¯à ¢¨«ã 1, 2 ¨«¨ 4. �á«¨ â¥à¬ t ¯®áâà®¥­ ¯® ¯à ¢¨«ã 1, â® t |

¯¥à¥¬¥­­ ï, ¨ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ 3.1 ¤«ï ­¥£® ¢ë¯®«­¥­®. �á«¨ â¥à¬ t ¯®áâà®¥­

¯® ¯à ¢¨«ã 2 ¨«¨ 4, â® ®­ ¯à ¢¨«ì­® ¯®áâà®¥­ ¨ ¨¬¥¥â ¢¨¤ t = F (t1; :::; tn),

£¤¥ F 2 D ¨ t1; :::; tn | ­¥ª®â®àë¥ ¯à ¢¨«ì­® ¯®áâà®¥­­ë¥ â¥à¬ë, ¯®-

áâà®¥­­ë¥ ­  ¯à¥¤ë¤ãé¨å è £ å. � ª ª ª á®¡áâ¢¥­­ë© ¯®¤â¥à¬ â¥à¬ 
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t = F (t1; :::; tn) á®¢¯ ¤ ¥â á ®¤­¨¬ ¨§ â¥à¬®¢ t1; :::; tn ¨«¨ ¨å ¯®¤â¥à¬®¬,

â® ¯® ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨î ¨­¤ãªæ¨¨ ®­ ¯à ¢¨«ì­® ¯®áâà®¥­, ¨ ¤«ï â¥à¬  t, ¢

«î¡®¬ á«ãç ¥, ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ 3.1 ¢¥à­®. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¨áå®¤ï ¨§ ¯à¨­-

æ¨¯  ¯®«­®© ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© ¨­¤ãªæ¨¨, ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ 3.1 ¢¥à­® ¤«ï ¢á¥å

¯à ¢¨«ì­® ¯®áâà®¥­­ëå â¥à¬®¢.

�ãáâì s(x1; :::; xn) | ¯à®¨§¢®«ì­ë© â¥à¬, á®¤¥à¦ é¨© ¯¥à¥¬¥­­ë¥

x1; :::; xn ¨ t1; :::; tn | ­ ¡®à â¥à¬®¢. �¥à¥§ s(t1; :::; tn) ®¡®§­ ç ¥âáï à¥-

§ã«ìâ â ¯®¤áâ ­®¢ª¨ x1 7! t1, ... , xn 7! tn ¢ â¥à¬ s(x1; :::; xn).

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 3.2. �«ï «î¡®£® â¥à¬  s(x1; :::; xn) ¨ ­ ¡®à  íª¢¨¢ -

«¥­â­ëå â¥à¬®¢ t1 �E t01, ... , tn �E t0
n
®â­®á¨â¥«ì­® íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ eqE,

¨§ ¯à ¢¨«ì­®áâ¨ â¥à¬  s(t1; :::; tn) á«¥¤ã¥â ¯à ¢¨«ì­®áâì â¥à¬  s(t
0
1; :::; t

0
n
)

¨ íª¢¨¢ «¥­â­®áâì s(t1; :::; tn) �E s(t01; :::; t
0
n
).

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �®ª § â¥«ìáâ¢® ¡ã¤¥¬ ¯à®¢®¤¨âì ¨­¤ãª-

æ¨¥© ¯® £«ã¡¨­¥ â¥à¬  s(x1; :::; xn). �á«¨ £«ã¡¨­  íâ®£® â¥à¬  ­®«ì, â®

íâ®â â¥à¬ | ¯¥à¥¬¥­­ ï, ¨ ¤«ï ­¥£® ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ®ç¥¢¨¤­®. �á«¨ íâ®â

â¥à¬ ¨¬¥¥â £«ã¡¨­ã ®¤¨­, â® s(x1; :::; xn) = F (x1; :::; xn), £¤¥ F 2 D, â®

ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ 3.2 ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ á®¢¯ ¤ ¥â á ¯à ¢¨«®¬ 4 ®¯à¥¤¥«¥­¨ï 3.2

¯®áâà®¥­¨ï ®â­®è¥­¨ï eqE.

� á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ¯à ¢¨«®¬ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© ¨­¤ãªæ¨¨ ¯à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ®

ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ 3.2 ¢¥à­® ¤«ï ¢á¥å â¥à¬®¢ £«ã¡¨­ë ¬¥­ìè¥ ¨«¨ à ¢­®© k.

�à¥¤¯®«®¦¨¬, â¥¯¥àì, çâ® â¥à¬ s(x1; :::; xn) ¨¬¥¥â £«ã¡¨­ã, à ¢­ãî k + 1.

�®£¤  s(x1; :::; xn) ¨¬¥¥â ¢¨¤ s(x1; :::; xn) = F (s1(x1; :::; xn); :::; sk(x1; :::; xn))

¤«ï ­¥ª®â®à®£® F 2 D ¨ â¥à¬®¢ s1(x1; :::; xn); :::; sk(x1; :::; xn) £«ã¡¨­ë

¬¥­ìè¥ ¨«¨ à ¢­®© k. �á«¨ s(t1; :::; tn) = F (s1(t1; :::; tn); :::; sk(t1; :::; tn))

| ¯à ¢¨«ì­® ¯®áâà®¥­­ë© â¥à¬, â® á®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 3.1 â¥à¬ë

s1(t1; :::; tn); :::; sk(t1; :::; tn) | â ª¦¥ ¯à ¢¨«ì­® ¯®áâà®¥­ë. �âáî¤ , ¯®

¯à¥¤¯®«®¦¥­¨î ¨­¤ãªæ¨¨, ¨¬¥¥¬ íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨

si(t1; :::; tn) �E si(t
0
1; :::; t

0
n
), ¤«ï i = 1; :::; k.

�®£¤ , ¯à ¢¨«® 4 ®¯à¥¤¥«¥­¨ï 3.2 ¤ ¥â ­ ¬ íª¢¨¢ «¥­â­®áâì

F (s1(t1; :::; tn); :::; sk(t1; :::; tn)) �E F (s1(t
0
1; :::; t

0
n
); :::; sk(t

0
1; :::; t

0
n
)),

ª®â®à ï á®¢¯ ¤ ¥â á âà¥¡ã¥¬®© íª¢¨¢ «¥­â­®áâìî

s(t1; :::; tn) �E s(t01; :::; t
0
n
).

�âáî¤ , ¯® ¨­¤ãªæ¨¨ á«¥¤ã¥â ¨áâ¨­­®áâì ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 3.2.

� « ¥ ¤ á â ¢ ¨ ¥ 3.3. �«ï «î¡ëå ¤¢ãå â¥à¬®¢ s1(x1; :::; xn); s2(x1; :::; xn)

¨ ­ ¡®à  íª¢¨¢ «¥­â­ëå â¥à¬®¢ t1 �E t01, ... , tn �E t0
n
®â­®á¨â¥«ì­® íª¢¨-

¢ «¥­â­®áâ¨ eqE ¨§ íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ s1(t1; :::; tn) �E s2(t1; :::; tn) á«¥¤ã¥â

íª¢¨¢ «¥­â­®áâì s1(t
0
1; :::; t

0
n
) �E s2(t

0
1; :::; t

0
n
).
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� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. � ª ª ª ¢ë¯®«­ï¥âáï íª¢¨¢ «¥­â­®áâì

s1(t1; :::; tn) �E s2(t1; :::; tn), â® â¥à¬ë s1(t1; :::; tn); s2(t1; :::; tn) ¯à ¢¨«ì-

­® ¯®áâà®¥­ë, ¨ ª ­¨¬ ¬®¦¥â ¡ëâì ¯à¨¬¥­¥­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ 3.2. �¬¥¥¬

s1(t1; :::; tn) �E s1(t
0
1; :::; t

0
n
) ¨ s2(t1; :::; tn) �E s2(t

0
1; :::; t

0
n
). �âáî¤ , ¯®

¯à ¢¨«ã 3 ®¯à¥¤¥«¥­¨ï 3.2 (á¨¬¬¥âà¨ç­®áâ¨ ¨ âà ­§¨â¨¢­®áâ¨ ®â­®è¥­¨ï

íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨) ¯®«ãç ¥¬ âà¥¡ã¥¬ãî íª¢¨¢ «¥­â­®áâì s1(t
0
1; :::; t

0
n
) �E

s2(t
0
1; :::; t

0
n
).

� â ¢ ¥ à ¦ ¤ ¥ ­ ¨ ¥ 3.4. �á«¨ â¥à¬ F (t1; :::; tn) 2 CTerm(D;E;X)

¯à ¢¨«ì­® ¯®áâà®¥­ ¤«ï á¯¥æ¨ä¨ª æ¨¨ S = (D;E), £¤¥ F 2 D| á«®¢ à­ë©

â¥à¬¨­, ¨ t1; :::; tn | ­¥ª®â®àë¥ â¥à¬ë, â® ª®­ªà¥â¨§¨à®¢ ­­ë¥ ãà ¢­¥­¨ï

ãá«®¢¨ï ¯à¨¬¥­¥­¨ï â¥à¬¨­  F:cond:eq(t1; :::; tn) ¯à¨­ ¤«¥¦ â ®â­®è¥­¨î

íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ eqE.

� ® ª   §   â ¥ « ì á â ¢ ®. �®ª § â¥«ìáâ¢® ¡ã¤¥¬ ¯à®¢®¤¨âì ¨­-

¤ãªæ¨¥© ¯® è £ ¬ ¯®áâà®¥­¨ï ¬­®¦¥áâ¢  ¯à ¢¨«ì­® ¯®áâà®¥­­ëå â¥à¬®¢

CTerm(D;E). �  ¯¥à¢®¬ è £¥ ¯à ¢¨«ì­® ¯®áâà®¥­­ë© â¥à¬ ¬®¦¥â ¡ëâì

¯®áâà®¥­ â®«ìª® ¯® ¯à ¢¨« ¬ 1 ¨«¨ 2 ®¯à¥¤¥«¥­¨ï 3.2 á ¯ãáâë¬ ãá«®¢¨-

¥¬ ¯à¨¬¥­¥­¨ï. �«ï â ª¨å â¥à¬®¢ ¢ë¯®«­¥­¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 3.4 ®ç¥¢¨¤­®.

�à¥¤¯®«®¦¨¬, â¥¯¥àì, çâ® â¥à¬ F (t1; :::; tn) ¯®áâà®¥­ ­  ­¥ª®â®à®¬ è £¥

¨ ¢á¥ ¯à ¢¨«ì­® ¯®áâà®¥­­ë¥ â¥à¬ë, ¯®áâà®¥­­ë¥ ­  ¯à¥¤ë¤ãé¨å è £ å,

ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãâ¢¥à¦¤¥­¨î 3.4. � íâ®¬ á«ãç ¥, â¥à¬ F (t1; :::; tn) «¨¡® ¯®-

áâà®¥­ ¯® ¯à ¢¨«ã 2 (¨ â®£¤  ¤«ï ­¥£® ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ 3.4, ®ç¥¢¨¤­®, ¢¥à­®),

«¨¡® ¯® ¯à ¢¨«ã 3 ¨§ à ­¥¥ ¯®áâà®¥­­®£® â¥à¬  F (t01; :::; t
0
n
) ¨ íª¢¨¢ «¥­â-

­®áâ¥© t01 �E t1,...,t
0
n
�E tn. � ¯®á«¥¤­¥¬ á«ãç ¥, ¯® ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨î ¨­-

¤ãªæ¨¨ à ¢¥­áâ¢  ãà ¢­¥­¨© F:cond:eq(t1; :::; tn) ¯à¨­ ¤«¥¦ â ®â­®è¥­¨î

íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ eqE. �®£¤ , á®£« á­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î á«¥¤áâ¢¨ï 3.3, à ¢¥­-

áâ¢  á¨áâ¥¬ë ãà ¢­¥­¨© F:cond:eq(t1; :::; tn) â ª¦¥ ¯à¨­ ¤«¥¦ â ®â­®è¥­¨î

íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ eqE. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ 3.4 ¢ë¯®«­ï¥âáï ¤«ï

¢á¥å ¯à ¢¨«ì­® ¯®áâà®¥­­ëå â¥à¬®¢.

�®ª § ­­ë¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï ¯®§¢®«ïîâ ¢¢¥áâ¨ ­¥ª®â®àë¥ ¯à ¢¨«  ¯à®¢¥à-

ª¨ ¯à ¢¨«ì­®áâ¨ ¯®áâà®¥­¨ï â¥à¬®¢ ¨ íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ â¥à¬®¢. � ¯à¨¬¥à,

¯®«ì§ãïáì ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï¬¨ 3.1{3.4, ¯à®¢¥àª  ¯à ¢¨«ì­®áâ¨ ¯®áâà®¥­¨ï â¥à-

¬  ¬®¦¥â á®áâ®ïâì ¢ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®© ¯à®¢¥àª¥ ¯à ¢¨«ì­®áâ¨ ¯®áâà®¥­¨ï

¯®¤â¥à¬®¢ ¯® ¢®§à áâ ­¨î ¨å á«®¦­®áâ¨ ¨ ¯®áâà®¥­¨¨ ¤«ï ­¨å ª ­®­¨ç¥-

áª¨å íª¢¨¢ «¥­â­ëå ¨¬ â¥à¬®¢ ¢ ¤ ­­®©  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨. �á«¨ ¯à ¢¨«ì-

­®áâì ¯®¤â¥à¬®¢ ¯à®¢¥à¥­    á ¬ â¥à¬ ­¥ ¢å®¤¨â ¢ â¥ªãéãî  ¯¯à®ªá¨¬ -

æ¨î, â® ¬®¦­® ¯à®¢¥à¨âì ãá«®¢¨ï ¯à¨¬¥­¥­¨ï á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® â¥à¬¨­ ,

¨ ¯à¨ ¨å ¢ë¯®«­¥­¨¨ à áè¨à¨âì â¥ªãéãî  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨î ­®¢ë¬ ¯à ¢¨«ì­®

138



¯®áâà®¥­­ë¬ â¥à¬®¬. �«ï ¯à®¢¥àª¨ íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ ¤¢ãå â¥à¬®¢ ¬®¦­®

¯à¨¢¥áâ¨ íâ¨ â¥à¬ë ª ª ­®­¨ç¥áª®¬ã ¢¨¤ã ¢  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ ¨ áà ¢­¨âì

à¥§ã«ìâ âë.

�¯¥æ¨ä¨ª æ¨¨  «£¥¡à ¯à¨¢¥¤¥­­ëå ¯à¨¬¥à®¢ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¥é¥ ®¤­®-

¬ã ¢ ¦­®¬ã ¤«ï ª®­âà®«ï ¯à ¢¨«ì­®áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï á¢®©áâ¢ã: ¯®á«¥¤®-

¢ â¥«ì­®áâì ¢¢¥¤¥­¨ï ãá«®¢­ëå ®¯¥à æ¨© ¨ ãá«®¢­ëå á®®â­®è¥­¨© ¢ ¯à¨-

¬¥à å â ª®¢ , çâ® ¯à ¢¨«ì­®áâì â¥à¬®¢, ¨á¯®«ì§®¢ ­­ëå ¢ ãà ¢­¥­¨ïå ­ 

ª ¦¤®¬ è £¥, á«¥¤ã¥â ¨§ ç áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï, ¯à¨¢¥¤¥­­®© ­  ¯à¥¤ë¤ãé¨å

è £ å á¯¥æ¨ä¨ª æ¨¨.

�à®¬¥ â®£®, ¯à¨¢¥¤¥­­ë¥ §¤¥áì ¯à¨¬¥àë ¯®¤â¢¥à¦¤ îâ ®â¬¥ç¥­­ãî ¢

£« ¢¥ 2 ¢ ¦­®áâì ¨á¯®«ì§®¢ ­¨ï á®ªà é¥­¨© ¨ ¬®¤ã«ì­®áâ¨ ¢ ®à£ ­¨§ æ¨¨

á¯¥æ¨ä¨ª æ¨© ¤«ï § ¤ ç ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï §­ ­¨©.
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