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�¢¥¤¥­¨¥
�ªâã «ì­®áâì â¥¬ë. �¤­¨¬ ¨§ ¯®á«¥¤áâ¢¨© áâà¥¬¨â¥«ì­®£® à §¢¨â¨ï

áà¥¤áâ¢ ¢ëç¨á«¨â¥«ì­®© â¥å­¨ª¨ ï¢¨«®áì ¨§¬¥­¥­¨¥ â¥å­®«®£¨¨ ®¡à ¡®â-

ª¨ ¨­ä®à¬ æ¨¨ ¢® ¢á¥å áä¥à å ç¥«®¢¥ç¥áª®© ¤¥ïâ¥«ì­®áâ¨. �®¢à¥¬¥­­ë¥

��� ¯®§¢®«ïîâ ­ ª ¯«¨¢ âì ®£à®¬­ë¥ ®¡ê¥¬ë ¨­ä®à¬ æ¨¨ ¨ ¯à®¨§¢®-

¤¨âì ¥¥ íää¥ªâ¨¢­ãî ®¡à ¡®âªã. �¤­¨ ¨ â¥ ¦¥ ¤ ­­ë¥ ¬®£ãâ ¬­®£®ªà â­®

¨á¯®«ì§®¢ âìáï ¢ à §«¨ç­ëå ¯à¨ª« ¤­ëå § ¤ ç å. �¥­âà «¨§®¢ ­­®¥ åà -

­¥­¨¥, ­ ª®¯«¥­¨¥ ¨ ¢¥¤¥­¨¥ ¤ ­­ëå ¯à¨ ®¤­®¢à¥¬¥­­®¬ ¤®áâã¯¥ ª ¤ ­­ë¬

¡®«ìè®£® ç¨á«  ¯®«ì§®¢ â¥«¥© ¯®§¢®«¨«® ¢® ¬­®£® à § ¯®¢ëá¨âì íää¥ªâ¨¢-

­®áâì äã­ªæ¨®­¨à®¢ ­¨ï ¨­ä®à¬ æ¨®­­ëå á¨áâ¥¬. � §¢¨â¨¥ ­®¢®© ¨­ä®à-

¬ æ¨®­­®© â¥å­®«®£¨¨, ®á­®¢ ­­®© ­  è¨à®ª®¬ ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¨ ª®¬¯ìîâ¥-

à®¢, á®¢à¥¬¥­­ëå áà¥¤áâ¢ ¯¥à¥¤ ç¨ ¤ ­­ëå, ¡ § ¤ ­­ëå ¨ áà¥¤áâ¢ ¯à¥¤áâ -

¢«¥­¨ï §­ ­¨© ¯®âà¥¡®¢ «® à¥è¥­¨ï àï¤  § ¤ ç ¬®¤¥«¨à®¢ ­¨ï ¯à®æ¥áá®¢

®à£ ­¨§ æ¨¨, åà ­¥­¨ï, ®¡à ¡®âª¨ ¤ ­­ëå ¨ ¯à¨¢¥«® ª ¯®áâ ­®¢ª ¬ ­®¢ëå

¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨å § ¤ ç.

�à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ ¤ ­­ëå ¢ ¢¨¤¥  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å áâàãªâãà ï¢«ï¥âáï ¥áâ¥-

áâ¢¥­­ë¬ ¤«ï ¬­®£¨å á¯¥æ¨ «¨áâ®¢ ¢ ®¡« áâ¨ ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨ï. � ç¨­ ï

á ¨§¢¥áâ­®© à ¡®âë �.�®¤¤  [43] ¯à¨¬¥­¥­¨¥  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å ¬¥â®¤®¢ à á-

¯à®áâà ­¨«®áì ­  ¬®¤¥«¨à®¢ ­¨¥ ¡ § ¤ ­­ëå. �¡ê¥ªâ®¬ ¨§ãç¥­¨ï áâ «¨

 «£¥¡à ¨ç¥áª¨¥ á¨áâ¥¬ë á ®¯¥à æ¨ï¬¨ ­ ¤ ®â­®è¥­¨ï¬¨ | à¥«ïæ¨®­­ë¥

 «£¥¡àë ¨ æ¨«¨­¤à¨ç¥áª¨¥  «£¥¡àë. �à¥¤¨  ¢â®à®¢, ¨áá«¥¤®¢ ¢è¨å íâ¨

®¡ê¥ªâë ¬®¦­® ­ §¢ âì H. Andreka, I. Nemeti, F. Banchilhon, �. �. �«®â-

ª¨­  ¨ ¤à. (á¬.[33, 34, 36, 28]). � ­ áâ®ïé¥¥ ¢à¥¬ï à¥«ïæ¨®­­ë¥  «£¥-

¡àë å®à®è® ¨§ãç¥­ë ¢ à ¡®â å § àã¡¥¦­ëå ¨ ®â¥ç¥áâ¢¥­­ëå á¯¥æ¨ «¨áâ®¢,

¢ª«îç ï à ¡®âë  ¢â®à  [3, 4, 6].

�«¥¤ãîé¨¬ è £®¬ ï¢¨«®áì ¨§ãç¥­¨¥  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¬¨ ¬¥â®¤ ¬¨ áå¥¬

¡ § ¤ ­­ëå, à áè¨à¥­¨¥ á¨áâ¥¬ ®¯¥à æ¨© ®¯¥à æ¨ï¬¨ ­ ¤ â¨¯ ¬¨ ¤ ­­ëå

¨ ­ ¤ áå¥¬ ¬¨. �â® ­ ¯à ¢«¥­¨¥, á ®¤­®© áâ®à®­ë, ¢®áå®¤¨â ª  «£¥¡à ¨-

ç¥áª¨¬ ¬®¤¥«ï¬  ¡áâà ªâ­ëå â¨¯®¢ ¤ ­­ëå ( R. M. Burstall [41], H. Ehrig

[46], J. A. Goguen [50], S. N. Zilles [72] ¨ ¤à. ), ª®â®àë¥ «¥£«¨ ¢ ®á­®-

¢ã ï§ëª®¢ ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨ï á à §¢¨âë¬ ¬¥å ­¨§¬ ¬¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï â¨¯®¢

¤ ­­ëå,   á ¤àã£®© áâ®à®­ë, ¯à¨¢¥«® ª ¯®áâà®¥­¨î  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å ¬®¤¥-

«¥© á¨áâ¥¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï §­ ­¨©, ¢ ª®â®àëå áãé¥áâ¢¥­­  ­¥¯®«­®â  §­ -

­¨©, ¬®¤ã«ì­®áâì ®à£ ­¨§ æ¨¨ §­ ­¨©. �¨áâ¥¬ë ¯®á«¥¤­¥£® â¨¯  ãá«®¢­®

¬®¦­® ­ §¢ âì ¡ § ¬¨ ¯®­ïâ¨©.

� §ë ¯®­ïâ¨© | íâ® ­®¢ ï áª« ¤ë¢ îé ïáï ®¡« áâì ¢ ¯à®£à ¬¬¨à®¢ -
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­¨¨, á¢ï§ ­­ ï á ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥¬ ¨ ¯®áâà®¥­¨¥¬ ¡®«ìè¨å ¡¨¡«¨®â¥ª â¨¯®¢

®¡ê¥ªâ®¢ ¢ ®¡ê¥ªâ­®-®à¨¥­â¨à®¢ ­­ëå ï§ëª å ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨ï,   â ª¦¥

á ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥¬ CASE{â¥å­®«®£¨© ¨ ¯®áâà®¥­¨¥¬ á¯¥æ¨ «¨§¨à®¢ ­­ëå

¯à®£à ¬¬­ëå á¨áâ¥¬ â¨¯  TOOLKIT, í«¥¬¥­âë ª®â®àëå ¯à¥¤­ §­ ç¥­ë

¤«ï ¬­®£®à §®¢®£® ¬­®£®æ¥«¥¢®£® ¨á¯®«ì§®¢ ­¨ï ¢ à §«¨ç­ëå ¯à¨«®¦¥­¨-

ïå.

�à ªâ¨ª  ¨ ®¯ëâ ¨á¯®«ì§®¢ ­¨ï à áâãé¨å ¡¨¡«¨®â¥ª ¯®¤®¡­®£® à®¤ 

âà¥¡ã¥â ­¥ª®â®à®© áâ ­¤ àâ¨§ æ¨¨ ¢ ¨å ®à£ ­¨§ æ¨¨ ¨ ä®à¬ å ®¡à é¥­¨ï

ª ­¨¬, ª®â®à ï ¡ë«  ¡ë ®á­®¢ ­  ­  ïá­®© ¬®¤¥«¨ ®â¤¥«ì­ëå ¯®­ïâ¨© ¨

¡ §ë ¯®­ïâ¨© ¢ æ¥«®¬.

�®áâ®ï­¨¥ à ¡®â ¨ ¨áá«¥¤®¢ ­¨© ¯® ¡ § ¬ ¯®­ïâ¨© ®ç¥­ì ­ ¯®¬¨­ ¥â

á¨âã æ¨î á ¡ § ¬¨ ¤ ­­ëå ¢ ª®­æ¥ 60-å ­ ç «¥ 70-å £®¤®¢, ª®£¤  ¡ë«  ®á®-

§­ ­  ­¥®¡å®¤¨¬®áâì ®â¤¥«¥­¨ï ¯à®æ¥áá®¢ ¢¥¤¥­¨ï ¤ ­­ëå ®â ¨å ¨á¯®«ì§®-

¢ ­¨ï, ¡ë«¨ á®§¤ ­ë ä ©«®¢ë¥ á¨áâ¥¬ë, ­® ­¥ ¡ë«® ïá­®© ª®­æ¥¯æ¨¨ ¡ §

¤ ­­ëå. �«ï ä®à¬ã«¨à®¢ª¨ ®¤­®© ¨§ â ª¨å ª®­æ¥¯æ¨© ¡ § ¤ ­­ëå ¡ë«

ãá¯¥è­® ¨á¯®«ì§®¢ ­  «£¥¡à ¨ç¥áª¨© ï§ëª ¢ à ¡®â å �. �®¤¤ .

�«£¥¡à ¨ç¥áª¨¥ ¬¥â®¤ë, á ãç¥â®¬ ®¯ëâ  ¨å ¯à¨¬¥­¥­¨ï ¢ â¥®à¨¨ ¡ §

¤ ­­ëå ¨  ¡áâà ªâ­ëå â¨¯®¢ ¤ ­­ëå, ®ª §ë¢ îâáï ¯®«¥§­ë¬¨ ¨ ¢ ¬®¤¥-

«¨à®¢ ­¨¨ ¡ § ¯®­ïâ¨©. �à¥¤¨  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å áà¥¤áâ¢ ¢ â ª¨å ¬®¤¥«ïå

®á®¡ãî à®«ì ¨£à îâ ¯®­ïâ¨ï ¨ ¬¥â®¤ë â¥®à¨¨ ª â¥£®à¨©.

�¤¨­ ¨§ ¢ ¦­ëå ¢®¯à®á®¢ ¯à¨«®¦¥­¨ï  «£¥¡àë ª ¨­ä®à¬ â¨ª¥ | íâ®

ª ª®£® á®àâ  ¯à®¡«¥¬ë ¢ ®¡« áâ¨ ¡ § ¤ ­­ëå ¨ ¯®­ïâ¨© ¬®£ãâ à¥è âìáï

 «£¥¡à ¨ç¥áª¨¬¨ áà¥¤áâ¢ ¬¨, ª ª¨¥ ¤®áâ¨¦¥­¨ï ¢  «£¥¡à¥ ¬®£ãâ ¡ëâì

¨á¯®«ì§®¢ ­ë ¤«ï ¯à¨«®¦¥­¨© ¢ íâ®© ®¡« áâ¨, ª ª¨¥ ¨¬¥îâáï ®£à ­¨ç¥­¨ï

¯® ¯à¨¬¥­¥­¨î  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å ¬¥â®¤®¢ ¢ ç¨áâ®¬ ¢¨¤¥.

�á­®¢­®¥, çâ® ¨á¯®«ì§ã¥âáï ¨§  «£¥¡àë ¢ ¯à¨«®¦¥­¨ïå, | íâ®  «£¥-

¡à ¨ç¥áª¨© ï§ëª. �«¥¤ãîé¥¥ | íâ®  «£¥¡à ¨ç¥áª¨© áâ¨«ì ¬ëè«¥­¨ï: ¨á-

¯®«ì§®¢ ­¨¥ ¯®­ïâ¨© ¨§®¬®àä¨§¬  ¨ £®¬®¬®àä¨§¬   «£¥¡à ¨ç¥áª¨å á¨áâ¥¬,

§ ¤ ­¨¥  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å á¨áâ¥¬ á ¯®¬®éìî ®¡à §ãîé¨å ¨ á®®â­®è¥­¨©.

� «ì­¥©è¥¥ ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥  «£¥¡àë ¯à¨¢®¤¨â ª ¨á¯®«ì§®¢ ­¨î á¯¥æ¨ä¨-

ç¥áª¨å ¯®­ïâ¨© ¨ à¥§ã«ìâ â®¢, ¢¢¥¤¥­­ëå ¨ ¨áá«¥¤®¢ ­­ëå ¢  «£¥¡à¥ ¬ -

â¥¬ â¨ª ¬¨. � ­¨¬ ®â­®áïâáï á¯¥æ¨ä¨ç¥áª¨¥ ®¯¥à æ¨¨ ¨  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¥

á¨áâ¥¬ë, â¥®à¥¬ë ® à §à¥è¨¬®áâ¨ ¢  «£¥¡à å, á¯¥æ¨ä¨ç¥áª¨¥  «£®à¨â¬ë.

�¥§ã«ìâ â ¬¨  «£¥¡à ¨ç¥áª®£® ¨áá«¥¤®¢ ­¨ï, ¯®¬¨¬® ¯®áâà®¥­¨ï ï§ë-

ª , ­  ª®â®à®¬ ¬®£ãâ áâ ¢¨âìáï ¢®¯à®áë ¢ ®¡« áâ¨ â¥®à¨¨ ¡ § ¤ ­­ëå ¨

¯®­ïâ¨©, ï¢«ïîâáï â¥®à¥¬ë ª« áá¨ä¨ª æ¨¨ ¯®áâà®¥­­ëå  «£¥¡à ¨, ¢ ¨¤¥ -

«¥,  «£®à¨â¬ë ¤«ï à á¯®§­ ¢ ­¨ï â®¦¤¥áâ¢, ¨§®¬®àä¨§¬®¢, £®¬®¬®àä¨§¬®¢

4



á¨áâ¥¬ ¨ à¥è¥­¨© ãà ¢­¥­¨©, ª®â®àë¥ ¬®£ãâ ¡ëâì ¨á¯®«ì§®¢ ­ë ¢ á¨áâ¥¬ å

¯à®¥ªâ¨à®¢ ­¨ï,  «£®à¨â¬ å ®¯â¨¬¨§ æ¨¨ § ¯à®á®¢, ¯®«ãç¥­¨ï ®â¢¥â®¢ ­ 

§ ¯à®áë.

�à®¬¥ â®£®, ª ª ¨ ¢ ¡ § å ¤ ­­ëå, â ª ¨ ¢ ¡ § å ¯®­ïâ¨© áãé¥áâ¢¥­-

­ë© ¢®¯à®á | íâ® ¯®«­®â  ¨á¯®«ì§®¢ ­­®© á¨áâ¥¬ë ®¯¥à æ¨©, ª®â®àë© ¢

­¥ª®â®à®© ¯®áâ ­®¢ª¥ â®¦¥ ¬®¦¥â ¡ëâì á¢¥¤¥­ ª  «£¥¡à ¨ç¥áª®© § ¤ ç¥.

�¥«ì à ¡®âë. 1) � §à ¡®âª   «£¥¡à ¨ç¥áª¨å áà¥¤áâ¢ ¬®¤¥«¨à®¢ ­¨ï

¡ § ¤ ­­ëå à¥«ïæ¨®­­®£® â¨¯ . 2) �®«­®¥ ®¯¨á ­¨¥ ¨ ª« áá¨ä¨ª æ¨ï à¥-

«ïæ¨®­­ëå  «£¥¡à. 3) � §à ¡®âª   «£¥¡à ¨ç¥áª¨å áà¥¤áâ¢ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï

¯®­ïâ¨© ¨ ¬®¤¥«¨à®¢ ­¨ï ¡ § ¯®­ïâ¨©. 4) �áá«¥¤®¢ ­¨¥ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨å

®¡ê¥ªâ®¢, ¨á¯®«ì§ã¥¬ëå ¤«ï ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ¯®­ïâ¨©.

�¥â®¤ë à ¡®âë. � ¨áá«¥¤®¢ ­¨¨ ¨á¯®«ì§®¢ ­ë ¬¥â®¤ë â¥®à¨¨ ã­¨¢¥à-

á «ì­ëå  «£¥¡à, ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© «®£¨ª¨, â¥®à¨¨ ª â¥£®à¨©, â¥®à¨¨ â®¯®-

á®¢.

� ãç­ ï ­®¢¨§­ . � ¤¨áá¥àâ æ¨¨ ¯à¥¤«®¦¥­ë ­®¢ë¥  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¥

®¡ê¥ªâë, á«ã¦ é¨¥ ¤«ï ¬®¤¥«¨à®¢ ­¨ï ¡ § ¤ ­­ëå ¨ ¯®­ïâ¨©.

�¢â®à®¬ à¥è¥­ë á«¥¤ãîé¨¥ § ¤ ç¨, ®¯à¥¤¥«ïîé¨¥ ­ ãç­ãî ­®¢¨§­ã

à ¡®âë:

� ­  ä®à¬ «¨§ æ¨ï ¯®­ïâ¨ï à¥«ïæ¨®­­ ï  «£¥¡à .

�®ª § ­  â¥®à¥¬  ® ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¨ ¯®«­ëå à¥«ïæ¨®­­ëå  «£¥¡à ¢ ¢¨¤¥

¯àï¬®© áã¬¬ë ­¥¯à¨¢®¤¨¬ëå.

� ­® ¯®«­®¥ ®¯¨á ­¨¥ ­¥¯à¨¢®¤¨¬ëå à¥«ïæ¨®­­ëå  «£¥¡à ¢ ¤ãå¥ â¥®à¨¨

� «ã .

�à¥¤«®¦¥­ ¯®¤å®¤ ª ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨î ¯®­ïâ¨©, ®á­®¢ ­­ë© ­  ¬¥â®¤ å

â¥®à¨¨ ª â¥£®à¨© ¨ áà¥¤áâ¢ å â¥®à¨¨ â®¯®á®¢.

�®ª § ­  â¥®à¥¬  ª« áá¨ä¨ª æ¨¨ ¡ã«¥¢ëå â®¯®á®¢ ª®­¥ç­®£® â¨¯ .

�¢¥¤¥­® ¯®­ïâ¨¥ à¥ä«¥ªá¨¢­®£® â®¯®á , âà¥¡ã¥¬®£® § ¤ ç ¬¨ ¯à¥¤áâ -

¢«¥­¨ï ¯®­ïâ¨©, ¨ ¤®ª § ­  â¥®à¥¬  áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï ­¥¯à®â¨¢®à¥ç¨¢®£® à¥-

ä«¥ªá¨¢­®£® â®¯®á .

� áá¬®âà¥­® ¯à¨«®¦¥­¨¥ ¬¥â®¤®¢  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å á¨áâ¥¬ á ãá«®¢­ë¬¨

®¯¥à æ¨ï¬¨ ¨ ãá«®¢­ë¬¨ á®®â­®è¥­¨ï¬¨ ª § ¤ ç ¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ¯®­ïâ¨©.

�¥®à¥â¨ç¥áª ï ¨ ¯à ªâ¨ç¥áª ï æ¥­­®áâì. �®«ãç¥­­ë¥ ¢ ¤¨áá¥àâ æ¨¨

à¥§ã«ìâ âë ¯®§¢®«ïîâ £«ã¡®ª® ¨áá«¥¤®¢ âì ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨¥ ¬®¤¥«¨, ¢®§-

­¨ª îé¨¥ ¯à¨ ¯à®¥ªâ¨à®¢ ­¨¨ ¨­ä®à¬ æ¨®­­ëå á¨áâ¥¬ ¨  ¢â®¬ â¨§¨à®-

¢ ­­ëå á¨áâ¥¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ¯®­ïâ¨©, ¤ îâ ¢®§¬®¦­®áâì  ­ «¨§¨à®¢ âì

áâàãªâãàã ¯®«ãç îé¨åáï ¯à¨ íâ®¬  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å ®¡ê¥ªâ®¢. �«£¥¡à -

¨ç¥áª¨¥ ¨, ¢ ç áâ­®áâ¨, â¥®à¥â¨ª® ª â¥£®à­ë¥ ¬¥â®¤ë ­ å®¤ïâ ¢á¥ ¡®«¥¥
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è¨à®ª®¥ ¯à¨¬¥­¥­¨¥ ¢ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© «®£¨ª¥ ¨ ¨­ä®à¬ â¨ª¥. �¥®à¥¬ 

® ª« áá¨ä¨ª æ¨¨ ­¥¯à¨¢®¤¨¬ëå  «£¥¡à ®âà ¦ ¥â á¢ï§ì ¬¥¦¤ã § ª®­ ¬¨

¯à¥¤¬¥â­®© ®¡« áâ¨ ¨ ¯à¨­æ¨¯ ¬¨ ¨­¢ à¨ ­â­®áâ¨ (á¨¬¬¥âà¨ï¬¨). �â 

¯à®¡«¥¬  ¤ ¢­® ¨­â¥à¥á®¢ «  ãç¥­ëå ¢ à §«¨ç­ëå ®¡« áâïå ¨áá«¥¤®¢ ­¨©.

�à¥¤«®¦¥­­ë¥ ¢ ¤¨áá¥àâ æ¨¨ ¯®¤å®¤ë ¬®£ãâ ¡ëâì ¨á¯®«ì§®¢ ­ë ¯à¨ ¯à®-

¥ªâ¨à®¢ ­¨ï ¡ § ¤ ­­ëå ¨ ¡ § ¯®­ïâ¨©. �«£¥¡à ¨ç¥áª¨¥ ¬¥â®¤ë, ¯à¥¤«®-

¦¥­­ë¥ §¤¥áì ¤«ï ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ¯®­ïâ¨©, «¥£«¨ ¢ ®á­®¢ã á¨áâ¥¬ë ¯à¥¤áâ -

¢«¥­¨ï ¯®­ïâ¨©, ¬ ª¥â ª®â®à®© ­  ï§ëª¥ TurboProlog 2.0. ¡ë« à §à ¡®â ­

¢ �¥¦¤ã­ à®¤­®¬ æ¥­âà¥ ¯® ¨­ä®à¬ â¨ª¥ ¨ í«¥ªâà®­¨ª¥ ¢ 1990£.

�¯à®¡ æ¨ï à ¡®âë. �¥§ã«ìâ âë à ¡®âë ¤®ª« ¤ë¢ «¨áì:

- ­  �á¥á®î§­®¬ á¨¬¯®§¨ã¬¥ "�¥â®¤ë «®£¨ª¨ ¢ ¯à®¡«¥¬ å ¨áªãááâ¢¥­-

­®£® ¨­â¥««¥ªâ  ¨ ¨­ä®à¬ â¨ª¨" (�¥« ¢¨, 1978);

- ­  �¥à¢®© �á¥á®î§­®© ª®­ä¥à¥­æ¨¨ "� ­ª¨ ¤ ­­ëå" (�¡¨«¨á¨, 1980);

- ­  IV �á¥á®î§­®© ª®­ä¥à¥­æ¨¨ "�à¨¬¥­¥­¨¥ ¬¥â®¤®¢ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®©

«®£¨ª¨" (� ««¨­, 1986);

- ­  �á¥á®î§­®© ª®­ä¥à¥­æ¨¨ "������ | 87" (�¡¨«¨á¨, 1987);

- ­  II �á¥á®î§­®© ª®­ä¥à¥­æ¨¨ "�áªãááâ¢¥­­ë© ¨­â¥««¥ªâ | 90"

(�¨­áª, 1990);

- ­  �®áá¨©áª®© ª®­ä¥à¥­æ¨¨ ¯® «®£¨ç¥áª®¬ã ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨î

(RCLP'91) (�¥­¨­£à ¤, 1991);

- ­  à áè¨à¥­­®¬ á¥¬¨­ à¥ �®áª®¢áª®© ¨ �¨¥¢áª®© á¥ªæ¨¨ ACM SIG-

MOD ( �®áª¢ , 1993);

- ­  ¬¥¦¤ã­ à®¤­®© ª®­ä¥à¥­æ¨¨ (�¯®­¨ï ¨ áâà ­ë ���) "�à®¥ªâ¨à®-

¢ ­¨¥ ¯à®£à ¬¬­®£® ®¡¥á¯¥ç¥­¨ï, ®á­®¢ ­­®£® ­  §­ ­¨ïå (JCKBSE'94)"

(�¥à¥á« ¢«ì - � «¥ááª¨©, 1994);

- ­  ¬¥¦¤ã­ à®¤­®¬ á¨¬¯®§¨ã¬¥ "�¥àá¯¥ªâ¨¢ë à §¢¨â¨ï á¨áâ¥¬ ¡ §

¤ ­­ëå ¨ ¨­ä®à¬ æ¨®­­ëå á¨áâ¥¬ (ADBIS'94, ADBIS'95)" (�®áª¢ , 1994,

1995);

- ­  ­ ãç­ëå á¥¬¨­ à å ¢ ��� ¯®  «£¥¡à¥ (àãª®¢®¤¨â¥«ì ¯à®ä.

�. �. �¨å «¥¢ (1980)) ¨ ¯® ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© «®£¨ª¥ (àãª®¢®¤¨â¥«ì ¯à®ä.

�. �. �¥¬¥­®¢ (1986)).

�âàãªâãà  ¤¨áá¥àâ æ¨ .̈ �¨áá¥àâ æ¨ï á®áâ®¨â ¨§ ¢¢¥¤¥­¨ï, âà¥å £« ¢

¨ á¯¨áª  «¨â¥à âãàë. �ã¬¥à æ¨ï ®¯à¥¤¥«¥­¨©, ãâ¢¥à¦¤¥­¨© ¨ ¯à¨¬¥à®¢ ¢

ª ¦¤®© £« ¢¥ ¯à®¢®¤¨âáï ®â¤¥«ì­®. �à¨ ááë«ª å ¢­ãâà¨ £« ¢ë ­  ®¯à¥¤¥-

«¥­¨ï, ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï ¨«¨ ¯à¨¬¥àë ¤àã£¨å £« ¢ ª á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¬ã ­®¬¥-

àã ¤®¡ ¢«ï¥âáï ­®¬¥à £« ¢ë, ¢ëà ¦¥­­ë© à¨¬áª¨¬¨ æ¨äà ¬¨. � ¯à¨¬¥à,

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ II.1.3 | âà¥âì¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¢ à §¤¥«¥ 1 ¢â®à®© £« ¢ë.
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���������� ������

�® ¢¢¥¤¥­¨¨ ¤ ­ ®¡§®à «¨â¥à âãàë, ®¡áã¦¤¥­   ªâã «ì­®áâì â¥¬ë,

áä®à¬ã«¨à®¢ ­  æ¥«ì ¨ ®¯à¥¤¥«¥­ë § ¤ ç¨ ¨áá«¥¤®¢ ­¨ï, ®¯¨á ­ë ®á­®¢-

­ë¥ à¥§ã«ìâ âë.

� £« ¢¥ 1 ®¯à¥¤¥«ïîâáï ¨ ¨áá«¥¤ãîâáï à¥«ïæ¨®­­ë¥  «£¥¡àë, á«ã¦ -

é¨¥ ¤«ï ¬®¤¥«¨à®¢ ­¨ï ¡ § ¤ ­­ëå à¥«ïæ¨®­­®£® â¨¯ .

�¥«ïæ¨®­­ë© ¯®¤å®¤ ª ¬®¤¥«¨à®¢ ­¨î ¡ § ¤ ­­ëå ­  «®£¨ç¥áª®¬ ãà®¢-

­¥, ¢¢¥¤¥­­ë© �.�. �®¤¤®¬, ¢ ­ áâ®ïé¥¥ ¢à¥¬ï è¨à®ª® ®á¢¥é¥­ ¢ «¨â¥à -

âãà¥.

�ãâì à¥«ïæ¨®­­®£® ¯®¤å®¤  ª ¬®¤¥«¨à®¢ ­¨î ¤ ­­ëå á®áâ®¨â ¢ â®¬,

çâ® á®áâ®ï­¨¥ ®¯¨áë¢ ¥¬®£® ¬¨à  (¨«¨ à áá¬ âà¨¢ ¥¬®© ¥£® ç áâ¨) ¬®¦-

­® ¯à¥¤áâ ¢¨âì ¢ ¢¨¤¥ ­ ¡®à  ®â­®è¥­¨© (â ¡«¨æ),   ®¡à ¡®âª  ¤ ­­ëå

á¢®¤¨âáï ª ®¯¥à æ¨ï¬ ­ ¤ ®â­®è¥­¨ï¬¨. �®íâ®¬ã ®á­®¢­ë¬¨ ¯®­ïâ¨ï¬¨

¯®¤å®¤  ï¢«ïîâáï ¯®­ïâ¨ï áå¥¬ë ®â­®è¥­¨©, á®áâ®ï­¨¥ áå¥¬ë ®â­®è¥­¨©

¨ ®¯¥à æ¨© ­ ¤ ®â­®è¥­¨ï¬¨.

�¡à ¡®âª  ¨­ä®à¬ æ¨¨ á â®çª¨ §à¥­¨ï à¥«ïæ¨®­­®© ¬®¤¥«¨ § ª«îç -

¥âáï ¢ ¯®«ãç¥­¨¨ ­®¢ëå ®â­®è¥­¨© ¨§ ®â­®è¥­¨©, åà ­ïé¨åáï ¢ ���, á

¯®¬®éìî â®ç­® ®¯¨á ­­ëå ¯à®æ¥¤ãà, ª®â®àë¥ ­ §ë¢ îâáï ®¯¥à æ¨ï¬¨ ­ ¤

®â­®è¥­¨ï¬¨. � à §«¨ç­ëå ¨­ä®à¬ æ¨®­­ëå á¨áâ¥¬ å ¬®¦¥â ¨á¯®«ì§®-

¢ âìáï à §­ë© ª« áá ®¯¥à æ¨© ­ ¤ ®â­®è¥­¨ï¬¨. � âà ¤¨æ¨®­­®¬ ¯®¤-

å®¤¥ �.�. �®¤¤  íâ®â ª« áá ¯®à®¦¤ ¥âáï (¯ãâ¥¬ ª®¬¯®§¨æ¨¨) ®¯¥à æ¨ï¬¨

¯à®¥ªæ¨¨, á®¥¤¨­¥­¨ï ®â­®è¥­¨©, ¯¥à¥¨¬¥­®¢ ­¨ï  âà¨¡ãâ®¢ ®â­®è¥­¨© ¨

â¥®à¥â¨ª®{¬­®¦¥áâ¢¥­­ë¬¨ ®¯¥à æ¨ï¬¨ ®¡ê¥¤¨­¥­¨ï, ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ¨ à §-

­®áâ¨ ­ ¤ ®â­®è¥­¨ï¬¨ á ®¤¨­ ª®¢ë¬¨ ­ ¡®à ¬¨  âà¨¡ãâ®¢.

�¯¥à æ¨¨ ­ ¤ ®â­®è¥­¨ï¬¨ ¯®­¨¬ îâáï ¢ à áá¬ âà¨¢ ¥¬®¬ §¤¥áì  «-

£¥¡à ¨ç¥áª®¬ ¯®¤å®¤¥ ª ¬®¤¥«ï¬ ¡ § ¤ ­­ëå ª ª  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¥ ®¯¥à æ¨¨.

� «¥¥, ¤ ¥âáï â®ç­®¥  ªá¨®¬ â¨ç¥áª®¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ à¥«ïæ¨®­­®©  «£¥¡àë

¡ §ë ¤ ­­ëå ª ª ¬­®£®®á­®¢­®©  «£¥¡àë .

�àã¡® £®¢®àï, ¯®¤ à¥«ïæ¨®­­®©  «£¥¡à®© ¯®­¨¬ ¥âáï ¬­®¦¥áâ¢®, § -

¬ª­ãâ®¥ ®â­®á¨â¥«ì­® ®¡êï¢«¥­­ëå ®¯¥à æ¨© ­ ¤ ®â­®è¥­¨ï¬¨. � ª ª ª

íâ¨ ®¯¥à æ¨¨ ¨¬¥îâ à §­ë¥ ®¡« áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï, â®  «£¥¡à ¨ç¥áª ï á¨áâ¥-

¬  ¯®«ãç ¥âáï ¬­®£®®á­®¢­®©. �®®â­®è¥­¨ï ¬¥¦¤ã ®¯¥à æ¨ï¬¨, ª®â®àë¥

¢ë¯®«­ïîâáï ­  «î¡ëå ®â­®è¥­¨ïå, ­ §ë¢ îâáï  ªá¨®¬ ¬¨ à¥«ïæ¨®­­®©

 «£¥¡àë.

� à §­ëå ¨­ä®à¬ æ¨®­­ëå á¨áâ¥¬ å, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ¬®£ãâ ¡ëâì ¢ë-

¡à ­ë à §­ë¥ ª« ááë ®¯¥à æ¨© ­ ¤ ®â­®è¥­¨ï¬¨, ­®, ª ª ¯à ¢¨«®, íâ¨

7



ª« ááë § ¬ª­ãâë ®â­®á¨â¥«ì­® ª®¬¯®§¨æ¨¨ ®¯¥à æ¨© ¨ á®¤¥à¦ â àï¤ ¯à®-

áâëå ­¥®¡å®¤¨¬ëå ®¯¥à æ¨© â ª, çâ® ª ¨áá«¥¤®¢ ­¨î ¢®§­¨ª îé¨å ¯à¨

¬®¤¥«¨à®¢ ­¨¨ â ª¨å ¨­ä®à¬ æ¨®­­ëå á¨áâ¥¬  «£¥¡à ¬®£ãâ ¡ëâì á ãá¯¥-

å®¬ ¯à¨¬¥­¥­ë ¬¥â®¤ë á®¢à¥¬¥­­®©  «£¥¡àë.

� §  ¤ ­­ëå ¢ à¥«ïæ¨®­­®¬ ¯®¤å®¤¥ § ¤ ¥âáï áå¥¬®© ¨ á®áâ®ï­¨-

¥¬. �å¥¬  ¡ §ë ¤ ­­ëå | íâ® ­ ¡®à áå¥¬ ®â­®è¥­¨© R1(a11; :::; a
1
n1
); :::;

Rk(ak1; :::; a
k

nk
) (®­¨ ­ §ë¢ îâáï ¡ §¨á­ë¬¨), á®áâ®ï­¨¥ ª®â®àëå ®¯¨áë¢ -

¥â ¯à¥¤¬¥â­ãî ®¡« áâì, ¨ ­ ¡®à á®®â­®è¥­¨© (§ ¢¨á¨¬®áâ¥©, ®£à ­¨ç¥­¨©

æ¥«®áâ­®áâ¨ ¡ §ë ¤ ­­ëå) ¬¥¦¤ã íâ¨¬¨ ®â­®è¥­¨ï¬¨ ¢¨¤ :

f1(R
1; . . . ; Rk) = g1(R

1; . . . ; Rk)

. . . . . . . . .

. . . . . . . . .

fl(R
1; . . . ; Rk) = gl(R

1; . . . ; Rk);

£¤¥ fi ¨ gi | ®¯¥à æ¨¨ ­ ¤ ®â­®è¥­¨ï¬¨, ¢ëà ¦¥­­ë¥ ¢ ¢¨¤¥ ª®¬¯®§¨æ¨©

®á­®¢­ëå ®¯¥à æ¨©.

� ç áâ­®áâ¨, ¢ ¢¨¤¥ ¯®¤®¡­ëå á®®â­®è¥­¨© ¬®¦­® § ¯¨á âì ãá«®-

¢¨¥ äã­ªæ¨®­ «ì­®© § ¢¨á¨¬®áâ¨ ª ª®£®{«¨¡®  âà¨¡ãâ  ®â ­ ¡®à  ¤àã£¨å

 âà¨¡ãâ®¢, ¢å®¦¤¥­¨¥ ®¤­®£® ®â­®è¥­¨ï ¢ ¤àã£®¥ ª ª ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ , ¯ã-

áâ®âã ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ª ª¨å{«¨¡® ®â­®è¥­¨© ¨ â.¤. �®®â­®è¥­¨ï, § ä¨ªá¨à®-

¢ ­­ë¥ ¢ áå¥¬¥ ¡ §ë ¤ ­­ëå, ®âà ¦ îâ ãá«®¢¨ï æ¥«®áâ­®áâ¨ ¡ §ë ¤ ­­ëå,

ª®â®àë¥ ®¡ï§ â¥«ì­® ¤®«¦­ë ¢ë¯®«­ïâìáï. �­¨ ®âà ¦ îâ á¬ëá« ¯à¥¤áâ -

¢«¥­­ëå ¤ ­­ëå ¨ ¬®£ãâ ¨á¯®«ì§ãîâáï ¢ ¯à¨«®¦¥­¨ïå.

�®áâ®ï­¨¥¬ S ¡ §ë ¤ ­­ëå ­ §ë¢ ¥âáï â ª®¥ á®¯®áâ ¢«¥­¨¥ áå¥¬ ¬

®â­®è¥­¨© á ¨¬¥­ ¬¨ R1; :::; Rk ­ áâ®ïé¨å ®â­®è¥­¨© S(R1); :::; S(Rk) á

â¥¬¨ ¦¥ ­ ¡®à ¬¨  âà¨¡ãâ®¢, çâ® ¯®¤áâ ­®¢ª  ¨å ¢ á®®â­®è¥­¨ï áå¥¬ë

¤¥« ¥â á®®â­®è¥­¨ï ¢¥à­ë¬¨.

�­®¦¥áâ¢® ¢á¥å áå¥¬ ®â­®è¥­¨©, ª®â®àë¥ ¯®«ãç îâáï ¨§ ¡ §¨á­ëå áå¥¬

¯®áà¥¤áâ¢®¬ ä®à¬ «ì­®£® ¯à¨¬¥­¥­¨ï ª ­¨¬ ®¯¥à æ¨© ­ ¤ ®â­®è¥­¨ï¬¨

¨§ ¤ ­­®£® ª« áá , ª ª «¥£ª® § ¬¥â¨âì, § ¬ª­ãâ® ®â­®á¨â¥«ì­® ®¯¥à æ¨©,

â. ¥. ï¢«ï¥âáï à¥«ïæ¨®­­®©  «£¥¡à®© ( «£¥¡à®© ¯à ¢¨«ì­® ¯®áâà®¥­­ëå

¢ëà ¦¥­¨© | â¥à¬®¢). �â® ¬­®¦¥áâ¢® ¬®¦­® â ª¦¥ à áá¬ âà¨¢ âì ª ª

¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¢®§¬®¦­ëå § ¯à®á®¢ ª ¡ §¥ ¤ ­­ëå.

�à¨¬¥­ïï ª ¢ë¤¥«¥­­ë¬ á®®â­®è¥­¨ï¬ áå¥¬ë ¡ §ë ¤ ­­ëå ®¯¥à æ¨¨

­ ¤ ®â­®è¥­¨ï¬¨ ¨  ªá¨®¬ë à¥«ïæ¨®­­®©  «£¥¡àë, áâà®¨âáï ®â­®è¥­¨¥

íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ § ¯à®á®¢ (â¥à¬®¢). �­®¦¥áâ¢® ª« áá®¢
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íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¥© ®â­®á¨â¥«ì­® íâ®£® ®â­®è¥­¨ï ï¢«ï¥âáï à¥«ïæ¨®­­®©  «-

£¥¡à®©, ª®â®àãî ¥áâ¥áâ¢¥­­® ­ §¢ âì à¥«ïæ¨®­­®©  «£¥¡à®© ¡ §ë ¤ ­­ëå.

�®«ì§®¢ â¥«ì ¡ §ë ¤ ­­ëå ¨¬¥¥â á¢®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ ® ¤ ­­ëå, â® ¥áâì

á¢®¨ ¡ §¨á­ë¥ ®â­®è¥­¨ï ¨ á¢®¨ ®¯à¥¤¥«ïîé¨¥ á®®â­®è¥­¨ï ¬¥¦¤ã ­¨¬¨

¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, á¢®î  «£¥¡àã § ¯à®á®¢ ¨, á®®â¢¥âáâ¢¥­­® á¢®î à¥«ï-

æ¨®­­ãî  «£¥¡àã ¯®«ì§®¢ â¥«ï. �á«¨ ¯®«ì§®¢ â¥«ì "¯®¤ª«îç¥­" ª ¡ §¥

¤ ­­ëå, â® ¥£® § ¯à®áë, ¢ëà ¦¥­­ë¥ ç¥à¥§ ¥£® ¡ §¨á­ë¥ áå¥¬ë ®â­®è¥­¨©,

¨­â¥à¯à¥â¨àãîâáï § ¯à®á ¬¨ ª ¡ §¥ ¤ ­­ëå â ª, çâ® ¢ë¯®«­ïîâáï á®®â­®-

è¥­¨ï, ®¡êï¢«¥­­ë¥ ¯®«ì§®¢ â¥«¥¬. �â¨ ãá«®¢¨ï ®¯à¥¤¥«ïîâ ®â®¡à ¦¥­¨¥

 «£¥¡àë ¯®«ì§®¢ â¥«ï ¢  «£¥¡àã ¡ §ë ¤ ­­ëå, á®¢¬¥áâ¨¬®¥ á à áá¬ âà¨¢ -

¥¬ë¬¨ ®¯¥à æ¨ï¬¨, â® ¥áâì ®¯à¥¤¥«ïîâ £®¬®¬®àä¨§¬ à¥«ïæ¨®­­ëå  «£¥¡à.

� ®¡®à®â, ¥á«¨ ®â®¡à ¦¥­¨¥ ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ § ¯à®á®¢ ®¯à¥¤¥«ï¥â £®¬®¬®à-

ä¨§¬  «£¥¡à, â® íâ® ®â®¡à ¦¥­¨¥ ¤®¯ãáª ¥â "¯®¤ª«îç¥­¨¥" ¯®«ì§®¢ â¥«ï

ª ¡ §¥ ¤ ­­ëå.

�¢¥ áå¥¬ë ¡ §ë ¤ ­­ëå ¨¬¥îâ ®¤¨­ ª®¢ë¥ ¨­ä®à¬ æ¨®­­ë¥ ¢®§¬®¦-

­®áâ¨, ¥á«¨ ®¯à¥¤¥«ï¥¬ë¥ ¨¬¨ à¥«ïæ¨®­­ë¥  «£¥¡àë ¨§®¬®àä­ë. �¤­ -

ª® íää¥ªâ¨¢­®áâì à ¡®âë ¡ §ë ¤ ­­ëå ¬®¦¥â áãé¥áâ¢¥­­® § ¢¨á¥âì ®â ¥¥

áå¥¬ë, â. ¥. ¢ë¡®à  ®¡à §ãîé¨å ¨ ®¯à¥¤¥«ïîé¨å á®®â­®è¥­¨©. � ª¨¬

®¡à §®¬, ¯®á«¥ ¯®áâà®¥­¨ï à¥«ïæ¨®­­®©  «£¥¡àë ¡ §ë ¤ ­­ëå ¯¥à¥¤ ¯à®¥ª-

â¨à®¢é¨ª®¬ á¨áâ¥¬ë áâ®¨â § ¤ ç  ®¯â¨¬ «ì­®£® ¢ë¡®à  ®¡à §ãîé¨å íâ®©

 «£¥¡àë.

�¢¥¤¥­¨¥ â®ç­ëå ¯®­ïâ¨© ¯®§¢®«¨«® ãáâ ­®¢¨âì ®á­®¢­ë¥ áâàãªâãà­ë¥

â¥®à¥¬ë ® áâà®¥­¨¨  «£¥¡à ¡ § ¤ ­­ëå.

�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ K á¨áâ¥¬ã �®¤¤  ®¯¥à æ¨© ­ ¤ ®â­®è¥­¨ï¬¨ c ¡¥áª®-

­¥ç­ë¬¨ ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï¬¨ ¨ ®¡ê¥¤¨­¥­¨ï¬¨ ®â­®è¥­¨©.

�ãáâì R ¨R0 | ¤¢¥ K- «£¥¡àë. �¥à¥§ R�R0 ®¡®§­ ç ¥âáï K- «£¥¡à ,

ª®â®à ï ­ §ë¢ ¥âáï ¯àï¬®© áã¬¬®© K- «£¥¡à. �¥ í«¥¬¥­â ¬¨ á ­ ¡®à®¬

 âà¨¡ãâ®¢ A ï¢«ïîâáï ¯ àë (R;R0), £¤¥ R 2 R(A), R0 2 R0(A),   ¢á¥

®¯¥à æ¨¨ ¢ë¯®«­ïîâáï ¯® ª ¦¤®© ª®®à¤¨­ â¥ ®â¤¥«ì­®.

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥ I.5.2. K- «£¥¡à  R ­ §ë¢ ¥âáï ­¥¯à¨¢®¤¨¬®©, ¥á«¨

®­  ­¥ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥ áã¬¬ë á¢®¨å ­¥âà¨¢¨ «ì­ëå ¯®¤ «£¥¡à, â®

¥áâì R 6= R1 �R2, £¤¥ R1 6= ; ¨ R2 6= ;.

� ¥ ® à ¥ ¬   I.5.15. �ãáâì R | ¯à®¨§¢®«ì­ ï K- «£¥¡à  á ª®­¥ç­ë¬

¬­®¦¥áâ¢®¬ ®¡à §ãîé¨å. �®£¤  R ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥ ¯àï¬®© áã¬¬ë

­¥¯à¨¢®¤¨¬ëå K- «£¥¡à R =
L

s2SpecR

Rs ¯® ­¥ª®â®à®¬ã ¬­®¦¥áâ¢ã SpecR,

®¤­®§­ ç­® ®¯à¥¤¥«ï¥¬®¬ã  «£¥¡à®© R. �á«¨ j : R ! R0 | £®¬®¬®àä¨§¬
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K- «£¥¡à, â® ®­ ¨­¤ãæ¨àã¥â ¥áâ¥áâ¢¥­­®¥ ç áâ¨ç­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥

j : SpecR0 ! SpecR

¨ ¬­®¦¥áâ¢® £®¬®¬®àä¨§¬®¢-¢«®¦¥­¨©

js0 : Rj(s0) ! R0

s0;

¤«ï ¢á¥å s0 2 SpecR0, ¤«ï ª®â®àëå ®¯à¥¤¥«¥­® ®â®¡à ¦¥­¨¥ j â ª, çâ®

j(R) = j(
L

s2SpecR

Rs) =
L

s02SpecR0

js0(Rj(s0)), £¤¥ R | ¯à®¨§¢®«ì­ë© í«¥¬¥­â

R.

�® íâ®© â¥®à¥¬¥, ¯à®¨§¢®«ì­ ï à¥«ïæ¨®­­ ï  «£¥¡à  á ª®­¥ç­ë¬ ¬­®-

¦¥áâ¢®¬ ®¡à §ãîé¨å ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥ ª ­®­¨ç¥áª®© ¯àï¬®© áã¬¬ë

­¥¯à¨¢®¤¨¬ëå à¥«ïæ¨®­­ëå  «£¥¡à. �®íâ®¬ã, çâ®¡ë § ¢¥àè¨âì ®¯¨á ­¨¥

à¥«ïæ¨®­­ëå  «£¥¡à, ­ã¦­® ¤ âì ®¯¨á ­¨¥ ­¥¯à¨¢®¤¨¬ëå à¥«ïæ¨®­­ëå  «-

£¥¡à.

�ãáâì D | K- «£¥¡à  ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­ëå ®â­®è¥­¨© ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ D, £¤¥

D | ¤¨§êî­ªâ­®¥ ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥ ®¡« áâ¥© §­ ç¥­¨© ¢á¥å â¨¯®¢  âà¨¡ãâ®¢

¡ §ë ¤ ­­ëå.

� ¥ ® à ¥ ¬   I.6.1. �á«¨ R | ­¥¯à¨¢®¤¨¬ ï K- «£¥¡à  á ª®­¥ç­ë¬

¬­®¦¥áâ¢®¬ ®¡à §ãîé¨å, â®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â £®¬®¬®àä¨§¬ - ¢«®¦¥­¨¥ R !

D.

� ª ª ª, á®£« á­® á«¥¤áâ¢¨ï¬ I.5.13 ¨ I.5.14, ª ¦¤ ï ¯®¤ «£¥¡à   «-

£¥¡àë à¥ «ì­ëå ®â­®è¥­¨© D ­¥¯à¨¢®¤¨¬ , â®, ®âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ¤«ï

â®£®, çâ®¡ë ®¯¨á âì ¢á¥ ­¥¯à¨¢®¤¨¬ë¥ à¥«ïæ¨®­­ë¥  «£¥¡àë, ­ã¦­® ®¯¨-

á âì ¢á¥ à¥«ïæ¨®­­ë¥ ¯®¤ «£¥¡àë  «£¥¡àë D.

�ãáâì A ¨ B | ­ ¡®àë  âà¨¡ãâ®¢. �¥à¥§ A(A;B) ®¡®§­ ç ¥âáï ¬­®¦¥-

áâ¢® ¢á¥å ®â®¡à ¦¥­¨© (á®£« á®¢ ­¨©) ¨§ A ¢ B, á®åà ­ïîé¨å â¨¯  âà¨¡ã-

â®¢. �®£¤  ª ¦¤®¥ ®â­®è¥­¨¥ R á ­ ¡®à®¬  âà¨¡ãâ®¢ A ¬®¦­® ¯à¥áâ ¢¨âì

¢ ¢¨¤¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  R � A(A;D), £¤¥ ª ¦¤ ï áâà®ª  ®â­®è¥­¨ï ¯à¥¤-

áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® ®â®¡à ¦¥­¨ï ­ ¡®à   âà¨¡ãâ®¢ A ¢

®¡ê¥¤¨­¥­¨¥ ¤®¬¥­®¢ D, á®åà ­ïîé¥£® â¨¯ë  âà¨¡ãâ®¢.

�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ S(D) ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­ëå ®â®¡à -

¦¥­¨© D ­  á¥¡ï, á®åà ­ïîé¨å â¨¯ë  âà¨¡ãâ®¢. �ç¥¢¨¤­®, çâ® S(D)

®¡à §ã¥â £àã¯¯ã ®â­®á¨â¥«ì­® ª®¬¯®§¨æ¨¨ ®â®¡à ¦¥­¨©. �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì,

çâ® ®â­®è¥­¨¥ R á¨¬¬¥âà¨ç­® ®â­®á¨â¥«ì­® h 2 S(H), ¥á«¨ ®â­®è¥­¨¥ R
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­¥ ¨§¬¥­ï¥âáï ¯®á«¥ § ¬¥­ë §­ ç¥­¨©  âà¨¡ãâ®¢ ¯®¤ ¤¥©áâ¢¨¥¬ ®â®¡à ¦¥-

­¨ï h, â® ¥áâì h � R = R, £¤¥ ç¥à¥§ �, ®¡®§­ ç¥­  ®¯¥à æ¨ï ª®¬¯®§¨æ¨¨

®â®¡à ¦¥­¨© ¨§ R � A(A;D) ¨ ®â®¡à ¦¥­¨ï h 2 D.

�ãáâì fRigi2I | ¯à®¨§¢®«ì­®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ®â­®è¥­¨©. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§

H ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ®â®¡à ¦¥­¨© h 2 S(D), ®â­®á¨â¥«ì­® ª®â®àëå á¨¬¬¥-

âà¨ç­ë ®â­®è¥­¨ï Ri, ¯à¨ i 2 I. �ç¥¢¨¤­®, çâ® ¬­®¦¥áâ¢® ®â®¡à ¦¥­¨©

H ®¡à §ãîâ ¯®¤£àã¯¯ã ¢ S(D), ª®â®à ï ­ §ë¢ ¥âáï £àã¯¯®© á¨¬¬¥âà¨¨

¬­®¦¥áâ¢  ®â­®è¥­¨© fRigi2I.

� ¥ ® à ¥ ¬   I.6.7 �®«­ë¥ à¥«ïæ¨®­­ë¥ ¯®¤ «£¥¡àë R � D  «£¥¡àë

®â­®è¥­¨© D ­ ¤ ª â¥£®à¨¥© ­ ¡®à®¢  âà¨¡ãâ®¢ �A (¡¥§ ®£à ­¨ç¥­¨ï ¨å

ª®­¥ç­®áâ¨) ­ å®¤ïâáï ¢® ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­®¬ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ¯®¤£àã¯-

¯ ¬¨ H � S(D) £àã¯¯ë ¢á¥å ¯¥à¥áâ ­®¢®ª í«¥¬¥­â®¢ ®¡« áâ¨ §­ ç¥­¨©

 âà¨¡ãâ®¢ D, á®åà ­ïîé¨å â¨¯ í«¥¬¥­â®¢. �®¤ «£¥¡à¥ R á®¯®áâ ¢«ï¥âáï

¯®¤£àã¯¯  H ¢á¥å ¯¥à¥áâ ­®¢®ª, ®â­®á¨â¥«ì­® ª®â®àëå á¨¬¬¥âà¨ç­® ª -

¦¤®¥ ®â­®è¥­¨¥ ¯®¤ «£¥¡àë R. �®¤£àã¯¯¥ H á®¯®áâ ¢«ï¥âáï ¯®¤ «£¥¡à 

R, á®áâ®ïé ï ¨§ ¢á¥å ®â­®è¥­¨© á¨¬¬¥âà¨ç­ëå ®â­®á¨â¥«ì­® í«¥¬¥­â®¢

£àã¯¯ë H.

� á«ãç ¥ ª®­¥ç­®£® ¬­®¦¥áâ¢  D, íâ  â¥®à¥¬  I.6.7. ¢¯¥à¢ë¥ ¡ë« 

¯®«ãç¥­  �. �à á­¥à®¬ (á¬. [62]),   â ª¦¥ ­¥§ ¢¨á¨¬® ¯®«ãç¥­  ¢ à ¡®â¥

F. Banchilhon (á¬.[36]).

� ¥ ® à ¥ ¬   I.6.8. �ãáâì R � D ¨ R0 � D0 | ¯®«­ë¥ ¯®¤ «£¥¡àë

 «£¥¡à ®â­®è¥­¨© á ®¡« áâï¬¨ §­ ç¥­¨©  âà¨¡ãâ®¢, á®®â¢¥âáâ¢¥­­®, D ¨

D0, ¨ j : R ! R0 | ¨§®¬®àä¨§¬ à¥«ïæ¨®­­ëå  «£¥¡à. �®£¤  ­ ©¤¥âáï

¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ g : D ! D0 ®¡« áâ¨ D ­  ®¡« áâì D0,

á®åà ­ïîé¥¥ â¨¯ë í«¥¬¥­â®¢, â ª®¥, çâ® H = g�1 � H 0 � g, £¤¥ H ¨ H 0

| ¯®¤£àã¯¯ë, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¯®¤ «£¥¡à ¬ R ¨ R0. � íâ®¬ á«ãç ¥ ¤«ï

«î¡®£® ®â­®è¥­¨ï R 2 R á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ¥¬ã ®â­®è¥­¨¥ j(R) 2 R0 ¨¬¥¥â

¢¨¤: j(R) = g �R.

�«ï ®¯¨á ­¨ï à¥«ïæ¨®­­ëå ¯®¤ «£¥¡à  «£¥¡àë ®â­®è¥­¨© á ª®­¥ç­ë¬¨

¬­®¦¥áâ¢ ¬¨  âà¨¡ãâ®¢ ¢¢¥¤¥¬ ¢ ¬­®¦¥áâ¢¥ ¢á¥å ®¡à â¨¬ëå ®â®¡à ¦¥­¨©

S(D) ®¡« áâ¨ §­ ç¥­¨©  âà¨¡ãâ®¢ ­  á¥¡ï á«¥¤ãîéãî â®¯®«®£¨î:

¤«ï «î¡®£® ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  K � S(D) ®¡à â¨¬®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ �h 2

S(D) ¯à¨­ ¤«¥¦¨â § ¬ëª ­¨î �K â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®£à ­¨ç¥­¨¥

®â®¡à ¦¥­¨ï �h ­  «î¡®¥ ª®­¥ç­®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® eL : L � D ¯à¨­ ¤«¥¦¨â

¬­®¦¥áâ¢ã ®â®¡à ¦¥­¨© K � eL.

� ¥ ® à ¥ ¬   I.6.14. �¥«ïæ¨®­­ë¥ ¯®¤ «£¥¡àë R � D  «£¥¡àë ®â­®-

è¥­¨© á ª®­¥ç­ë¬¨ ­ ¡®à ¬¨  âà¨¡ãâ®¢ ¨ áç¥â­®© ¨«¨ ª®­¥ç­®© ®¡« áâìî
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§­ ç¥­¨©  âà¨¡ãâ®¢ D ­ å®¤ïâáï ¢® ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­®¬ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á

§ ¬ª­ãâë¬¨ ¯®¤£àã¯¯ ¬¨ �H � S(D) £àã¯¯ë S(D) ¢ â®¯®«®£¨¨, ®¯à¥¤¥«¥­-

­®© ¢ëè¥. �®¤£àã¯¯  �H ï¢«ï¥âáï £àã¯¯®© á¨¬¬¥âà¨¨ ®â­®è¥­¨© ¯®¤ «£¥-

¡àë R.

�â¨ â¥®à¥¬ë ¤ îâ ¯®«­ãî ª« áá¨ä¨ª æ¨î ­¥¯à¨¢®¤¨¬ëå ¯®«­ëå à¥-

«ïæ¨®­­ëå  «£¥¡à ¨ ï¢«ïîâáï ®¡®¡é¥­¨¥¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å à¥§ã«ìâ â®¢

�. �à á­¥à  ¨ �. � ­ç¨«®­  (F. Banchilhon) ¤«ï  «£¥¡à ª®­¥ç­ëå ®â­®-

è¥­¨©.

�« ¢  II ¯®á¢ïé¥­   «£¥¡à ¨ç¥áª®¬ã ¯®¤å®¤ã ª ¬®¤¥«¨à®¢ ­¨î ¯®­ï-

â¨© ¨ ¨å ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨î ¤«ï  ¢â®¬ â¨§¨à®¢ ­­®© à ¡®âë á ­¨¬¨. � ª -

ç¥áâ¢¥ ¯à¨¬¥à®¢ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥¬ëå ¯®­ïâ¨© à áá¬ âà¨¢ îâáï  ¡áâà ªâ­ë¥

â¨¯ë ¤ ­­ëå, áå¥¬ë ¡ § ¤ ­­ëå ¨ ®¡é¨¥ ¯®­ïâ¨ï ¯à¥¤¬¥â­ëå ®¡« áâ¥©.

�§¢¥áâ­®, çâ®  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¥ ¬¥â®¤ë ï¢¨«¨áì â¥®à¥â¨ç¥áª®© ®á­®¢®©

¤«ï ®¯à¥¤¥«¥­¨ï, ¨áá«¥¤®¢ ­¨ï ¨ ¯®áâà®¥­¨ï ï§ëª®¢ á¯¥æ¨ä¨ª æ¨©  ¡-

áâà ªâ­ëå â¨¯®¢ ¤ ­­ëå. � íâ®© £« ¢¥ ¯®ª §ë¢ ¥âáï, çâ®  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¥

¬¥â®¤ë, ¤®¯®«­¥­­ë¥ áà¥¤áâ¢ ¬¨ â¥®à¨¨ ª â¥£®à¨© ï¢«ïîâáï ã¤®¡­ë¬ ¨­-

áâàã¬¥­â®¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ¨ ¡®«¥¥ ®¡é¨å ¯®­ïâ¨©.

� â¥£®à­ë© ¯®¤å®¤ ª ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨î §­ ­¨© ï¢«ï¥âáï ¥áâ¥áâ¢¥­­ë¬

à §¢¨â¨¥¬ à¥«ïæ¨®­­®£® ¯®¤å®¤  ª ¡ § ¬ ¤ ­­ëå, ¤®¯®«­¥­­®£® ¨¤¥ï¬¨

¨ ¬¥â®¤ ¬¨  ¡áâà ªâ­ëå â¨¯®¢ ¤ ­­ëå ¢ ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨¨, ¯à¨ íâ®¬

¨á¯®«ì§ãîâáï ¤®áâ¨¦¥­¨ï ¯à¨«®¦¥­¨© ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© â¥®à¨¨ ª â¥£®à¨©

ª ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© «®£¨ª¥.

� ª â¥£®à­®¬ ¯®¤å®¤¥ ª ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨î §­ ­¨© ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ®

¯à¥¤áâ ¢«ï¥¬ë¥ §­ ­¨ï ¯à¨ª« ¤­®© ®¡« áâ¨ ¬®£ãâ ¡ëâì áâàãªâãà¨à®¢ -

­ë ¢ ¢¨¤¥ á¨áâ¥¬ë ¯®­ïâ¨©. � ª ¦¤ë¬ ¯®­ïâ¨¥¬ á¢ï§ë¢ ¥âáï ¨¬ï ¯®­ïâ¨ï,

®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¨ §­ ­¨ï, ¢ëâ¥ª îé¨¥ ¨§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï. �¥®à¨ï ª â¥£®à¨© ¯à¥-

¤®áâ ¢«ï¥â ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨¥ áà¥¤áâ¢  ¤«ï ®âà ¦¥­¨ï á¥¬ ­â¨ª¨ ¨ «®£¨ª¨

¯®­ïâ¨©. � ¦¤®¬ã ¯à¥¤áâ ¢«ï¥¬®¬ã ¯®­ïâ¨î ¢ íâ®¬ ¯®¤å®¤¥ á®¯®áâ ¢«ï-

¥âáï  «£¥¡à ¨ç¥áª ï ¬®¤¥«ì ¯®­ïâ¨ï (ª â¥£®à¨ï), ¢ ª®â®à®© ¯®â¥­æ¨ «ì­®

®âà ¦ ¥âáï ¯®«­®¥ §­ ­¨¥ ® ¯à¥¤¬¥â¥ ¯®­ïâ¨ï, ¢ëâ¥ª îé¥¥ ¨§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï

íâ®£® ¯®­ïâ¨ï,   â ª¦¥ áâà®¨âáï ª®­¥ç­ ï  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨ï ª â¥£®à¨¨ (äà £-

¬¥­â ª â¥£®à¨¨), ¢ ª®â®à®© ®âà ¦ îâáï ã¦¥ ¨¬¥îé¨¥áï §­ ­¨ï ® ¯à¥¤áâ -

¢«ï¥¬®¬ ¯®­ïâ¨¨, ®â®¡à ¦¥­­ë¥ ¢ á¨áâ¥¬¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ¨ ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­-

­® ¤®áâã¯­ë¥ ¯®«ì§®¢ â¥«î.

�à¥¤áâ¢  ª â¥£®à­®£® ¯®¤å®¤  ª ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨î §­ ­¨© ãá«®¢­® ¬®¦­®

à §¤¥«¨âì ­  âà¨ ®á­®¢­ë¥ ç áâ¨:

{ áà¥¤áâ¢  ¯®áâà®¥­¨ï  «£¥¡à ¨ç¥áª®© ¬®¤¥«¨ (ª â¥£®à¨¨);
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{ áà¥¤áâ¢  ¯®áâà®¥­¨ï ª®­¥ç­®©  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ ª â¥£®à¨¨;

{ ï§ëª ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï §­ ­¨©.

�á¥ âà¨ á®áâ ¢«ïîé¨¥ ¯®¤å®¤  á¨«ì­® á¢ï§ ­ë ¬¥¦¤ã á®¡®©:

{ ª â¥£®à¨ï ¨ ¥¥  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨ï § ¤ îâáï ï§ëª®¢ë¬¨ áà¥¤áâ¢ ¬¨;

{ ª®àà¥ªâ­®áâì ­®¢ëå ï§ëª®¢ëå ¢ëà ¦¥­¨© ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¯® ã¦¥ ¯®-

áâà®¥­­®©  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨;

{ ª â¥£®à¨ï, ®âà ¦ îé ï ¯®«­ë¥ §­ ­¨ï ® ¯à¥¤áâ ¢«ï¥¬®¬ ¯®­ïâ¨¨,

| íâ® ¨¤¥ «ì­ë© ®¡ê¥ªâ, ª®â®àë© ï¢«ï¥âáï ¯à¥¤¥«®¬ á¢®¨å ª®­¥ç­ëå

 ¯¯à®ªá¨¬ æ¨©.

� ®á­®¢¥ ª â¥£®à­®£® ¯®¤å®¤  ª ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨î §­ ­¨© â ª¦¥, ª ª

¨ ¢ ®á­®¢¥ à¥«ïæ¨®­­®£® ¯®¤å®¤  ª ¬®¤¥«¨à®¢ ­¨î ¡ § ¤ ­­ëå, «¥¦¨â

­¥ª®â®àë© ­ ¡®à ®¯¥à æ¨©. �­¨ ­ §ë¢ îâáï ª â¥£®à­ë¬¨ ®¯¥à æ¨ï¬¨, â ª

ª ª ®­¨ ¡ë«¨ ¢¢¥¤¥­ë ¢ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© â¥®à¨¨ ª â¥£®à¨©.

� â¥£®à­ë¥ ®¯¥à æ¨¨ ¯®§¢®«ïîâ ¢ëà §¨âì ¯à¥¤áâ ¢«ï¥¬ë¥ ¯®­ïâ¨ï ¨

®¯à¥¤¥«¨âì âà¥¡ã¥¬ãî ¨å ®¡à ¡®âªã. �á®¡¥­­®áâìî ª â¥£®à­ëå ®¯¥à æ¨©

ï¢«ï¥âáï ¢®§¬®¦­®áâì ¯®áâà®¥­¨ï «î¡ëå â¥®à¥â¨ª® ¬­®¦¥áâ¢¥­­ëå ª®­-

áâàãªæ¨© ¨§ ®¡« áâ¥©, ­¥ ¢á¥ í«¥¬¥­âë ª®â®àëå ¨§¢¥áâ­ë.

�¤¨­ ï ª â¥£®à­ ï ¨­â¥à¯à¥â æ¨ï ¯®­ïâ¨©, ®á­®¢ ­­ ï ­  ®¡é¥¬ ­ -

¡®à¥ ®¯¥à æ¨©, ¯®§¢®«ï¥â ¤®áâ¨çì ¢ëá®ª®© áâ¥¯¥­¨ ¨­â¥£à æ¨¨ ¯®­ïâ¨© ¢

á¨áâ¥¬ã §­ ­¨©.

�« ¢  III ¯®á¢ïé¥­  ¨§ãç¥­¨î  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å ®¡ê¥ªâ®¢, ¨á¯®«ì§ã¥¬ëå

¤«ï § ¤ ç ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ¯®­ïâ¨©.

�à¥¡®¢ ­¨¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï á«®¦­ëå ¯®­ïâ¨© á ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥¬ ¤¥ª à-

â®¢ëå ¯à®¨§¢¥¤¥­¨©, ¢ë¤¥«¥­¨ï í«¥¬¥­â®¢ ¢ ®¡« áâïå á ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥¬

ä¨­ «ì­®£® ®¡ê¥ªâ , ¢ë¤¥«¥­¨¥¬ ¯®¤®¡ê¥ªâ®¢ ¨ ®â­®è¥­¨© ¤«ï ®¡« áâ¥©,

¢ ª®â®àëå ­¥ ¢á¥ í«¥¬¥­âë ¨§¢¥áâ­ë, ¯à¨¢®¤¨â ª ­¥®¡å®¤¨¬®áâ¨ ¨á¯®«ì§®-

¢ ­¨ï ª â¥£®à­ëå ª®­áâàãªæ¨© â®¯®á .

� ¯à¨«®¦¥­¨ïå â®¯®á®¢ ª ¬®¤¥«¨à®¢ ­¨î ¡ § ¤ ­­ëå ®á®¡ãî à®«ì ¨£à -

îâ ¡ã«¥¢ë â®¯®áë, ¢ ª®â®àëå à¥ «¨§ã¥âáï ª« áá¨ç¥áª ï «®£¨ª , ¨ ª®â®àë¥

¬®£ãâ ¡ëâì ª®­áâàãªâ¨¢­® § ¤ ­ë. � á¢ï§¨ á íâ¨¬ à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ¯®-

­ïâ¨¥  «£¥¡à ¨ç¥áª®£® ¡ã«¥¢®£® â®¯®á , § ¤ ­­®£® ª®­¥ç­ë¬ ¬­®¦¥áâ¢®¬

®¡à §ãîé¨å ¨ á®®â­®è¥­¨©, ¢ ª®â®à®¬ ®¡à §ãîé¨¥-®¡« áâ¨ (®¡ê¥ªâë)

ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãá«®¢¨î ª®­¥ç­®áâ¨ ¨å ¬®é­®áâ¨, ¢ëà ¦¥­­®¬ ­  ï§ëª¥

â¥®à¨¨ ª â¥£®à¨©. � ª¨¥ â®¯®áë ­ §ë¢ îâáï  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¬¨ â®¯®á ¬¨

ª®­¥ç­®£® â¨¯ .

�®¯®á ­ §ë¢ ¥âáï ­¥¯à®â¨¢®à¥ç¨¢ë¬, ¥á«¨ í«¥¬¥­âë ¥£® ª« áá¨ä¨ª -

â®à  ¯®¤®¡ê¥ªâ®¢ (®¡« áâ¨ ¨áâ¨­) true : I ! 
 ¨ false : I ! 
 ­¥

13



á®¢¯ ¤ îâ.

�®¯®á ­ §ë¢ ¥âáï ¯®«­ë¬ ¨«¨ ¤¢ã§­ ç­ë¬, ¥á«¨ ¬­®¦¥áâ¢® í«¥¬¥­â®¢

¥£® ª« áá¨ä¨ª â®à  ¯®¤®¡ê¥ªâ®¢ 
 á®áâ®¨â «¨èì ¨§ ¤¢ãå í«¥¬¥­â®¢ true :

I ! 
 ¨ false : I ! 
. �á«®¢¨¥ ¯®«­®âë â®¯®á  á®®â¢¥âáâ¢ã¥â â®¬ã, çâ®

«î¡®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ¢ ¯®«­®¬ â®¯®á¥ «¨¡® ¨áâ¨­­®, «¨¡® «®¦­®, â® ¥áâì

¯®«­®â  â®¯®á  á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¯®«­®â¥ â¥®à¨¨ ¢ ¨áç¨á«¥­¨¨ ¯à¥¤¨ª â®¢.

�à¨¬¥à ¬¨ ¯®«­ëå ¡ã«¥¢ëå â®¯®á®¢ ï¢«ïîâáï ª â¥£®à¨¨ GFinset, £¤¥

G | ¯à®¨§¢®«ì­ ï ª®­¥ç­ ï £àã¯¯ . �¡ê¥ªâ ¬¨ ª â¥£®à¨¨ GFinset ï¢«ï-

îâáï ª®­¥ç­ë¥ ¬­®¦¥áâ¢  M ¢¬¥áâ¥ á ¢ë¤¥«¥­­ë¬ ¤¥©áâ¢¨¥¬ £àã¯¯ë G

­  ­¨å ¯¥à¥áâ ­®¢ª ¬¨ í«¥¬¥­â®¢ ¬­®¦¥áâ¢  M . �®àä¨§¬ ¬¨ ª â¥£®à¨¨

GFinset ï¢«ïîâáï ¢á¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï G-¬­®¦¥áâ¢ f :M ! N , á®åà ­ïîé¨¥

¤¥©áâ¢¨ï £àã¯¯ë G.

�ª §ë¢ ¥âáï, ª â¥£®à¨¨ ¢¨¤  GFinset ¨áç¥à¯ë¢ îâ ¯à¨¬¥àë ¯®«­ëå

â®¯®á®¢ ª®­¥ç­®£® â¨¯ .

� ¥ ® à ¥ ¬   III.1.3. �á«¨ C | ¯®«­ë© â®¯®á ª®­¥ç­®£® â¨¯ ,

â® áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï ª®­¥ç­ ï £àã¯¯  G, çâ® ª â¥£®à¨ï C íª¢¨¢ «¥­â­ 

ª â¥£®à¨¨ GFinset.

� ç áâ­®áâ¨, ®âáî¤  á«¥¤ã¥â á«¥¤ãîé¨© à¥§ã«ìâ â:

� ¥ ® à ¥ ¬   III.1.19. �î¡®© ¯®¤â®¯®á C â®¯®á  ¢á¥å ª®­¥ç­ëå ¬­®¦¥áâ¢

Finset, ¯®à®¦¤¥­­ë© ª®­¥ç­ë¬ ¬­®¦¥áâ¢®¬ ­¥áãé¨å ¬­®¦¥áâ¢ D1; :::;Dn,

¨ ª®­¥ç­ë¬¨ ¬­®¦¥áâ¢ ¬¨ äã­ªæ¨© ¨ ®â­®è¥­¨© f1; :::; fk; r1; :::; rm ­  ¬­®-

¦¥áâ¢ å, ¯®áâà®¥­­ëå ¨§ ­¥áãé¨å ¬­®¦¥áâ¢ ®¯¥à æ¨ï¬¨ â®¯®á , á®¢¯ ¤ ¥â

á ¯®¤â®¯®á®¬ G-¬­®¦¥áâ¢, £¤¥ G = S(C) | £àã¯¯  á¨¬¬¥âà¨¨ íâ¨å ®¡à -

§ãîé¨å â®¯®á  C.

�§¢¥áâ­®, çâ® ª â¥£®à¨¨ G1Finset ¨ G2Finset ª®­¥ç­ëå £àã¯¯ G1 ¨ G2

íª¢¨¢ «¥­â­ë â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤  ª®£¤  íâ¨ £àã¯¯ë ¨§®¬®àä­ë.

�â¨ à¥§ã«ìâ âë ¯®§¢®«ï¥â ®¯¨á âì ¯à®¨§¢®«ì­ë¥ â®¯®áë ª®­¥ç­®£® â¨-

¯ .

� ¥ ® à ¥ ¬   III.1.20. �ãáâì C | ¯à®¨§¢®«ì­ë© â®¯®á ª®­¥ç­®£® â¨¯ .

�®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â â ª®© ª®­¥ç­ë© ­ ¡®à ª®­¥ç­ëå £àã¯¯ G1; :::; Gk, çâ®

ª â¥£®à¨ï C íª¢¨¢ «¥­â­  ª®­¥ç­®¬ã ¯à®¨§¢¥¤¥­¨î â®¯®á®¢ GiFinset, ¤«ï

i = 1; :::; k, â® ¥áâì C � G1Finset� :::�GkFinset.

�á«¨ ª â¥£®à­ë¬¨ áà¥¤áâ¢ ¬¨ ­ã¦­® ®âà ¦ âì §­ ­¨ï ­¥ â®«ìª® ®

¢­¥è­¥¬ ¬¨à¥, ­® ¨ ® á ¬¨å áà¥¤áâ¢ å ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï §­ ­¨©, ¨ ® ¢á¥©

á¨áâ¥¬¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï §­ ­¨© ¢ æ¥«®¬, â® âà¥¡ã¥âáï à áè¨à¥­¨¥ ®¯¥à æ¨©

â®¯®á , ¯à¨¢®¤ïé¥¥ ª ¯®­ïâ¨î à¥ä«¥ªá¨¢­®£® â®¯®á , ®¯à¥¤¥«ï¥¬®£® ­¨¦¥.

�ãáâì ¢ â®¯®á¥ E ¢ë¤¥«¥­ë ¤¢  ®¡ê¥ªâ  NOb ¨ NMor, ª®â®àë¥ ­ §ë-
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¢ îâáï ®¡« áâì ¨¬¥­ ®¡ê¥ªâ®¢ ¨ ®¡« áâì ¨¬¥­ ¬®àä¨§¬®¢, á®®â¢¥âáâ¢¥­-

­®. �­®¦¥áâ¢  í«¥¬¥­â®¢ ®¡ê¥ªâ®¢ NOb ¨ NMor, â® ¥áâì ¬­®¦¥áâ¢ 

E(I;NOb) ¨ E(I;NMor), £¤¥ I | ä¨­ «ì­ë© ®¡ê¥ªâ ª â¥£®à¨¨ E, ­ §ë¢ -

îâáï ¬­®¦¥áâ¢®¬ ¨¬¥­ ®¡ê¥ªâ®¢ ¨ ¬­®¦¥áâ¢®¬ ¨¬¥­ ¬®àä¨§¬®¢, á®®â¢¥â-

áâ¢¥­­®.

�à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® ¬¥¦¤ã ®¡ê¥ªâ ¬¨ NOb ¨ NMor § ¤ ­ë â ª¨¥

¬®àä¨§¬ë, çâ® ®­¨ ®¯à¥¤¥«ïîâ ¢­ãâà¥­­îî ª â¥£®à¨î ¢ E ¨ ¨­¤ãæ¨àãîâ

­  ¬­®¦¥áâ¢¥ í«¥¬¥­â®¢ ®¡ê¥ªâ®¢ NOb ¨ NMor áâàãªâãàã ª â¥£®à¨¨,

ª®â®à ï ­ §ë¢ ¥âáï ª â¥£®à¨¥© ¨¬¥­ ¨ ®¡®§­ ç ¥âáï NCat .

� ¯ à ¥ ¤ ¥ « ¥ ­ ¨ ¥. �®¯®á E ¢¬¥áâ¥ á ¢­ãâà¥­­¥© ª â¥£®à¨¥© ¨

ª â¥£®à¨¥© ¨¬¥­NCat ­ §ë¢ ¥âáï à¥ä«¥ªá¨¢­ë¬ â®¯®á®¬, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ãîâ

äã­ªâ®àë Name : E ! NCat ¨ Denote : NCat ! E â ª¨¥, çâ® ¨å

ª®¬¯®§¨æ¨ï Denote � Name = 1E ï¢«ï¥âáï â®¦¤¥áâ¢¥­­ë¬ äã­ªâ®à®¬ ­ 

E. �ã­ªâ®à Name ­ §ë¢ ¥âáï äã­ªâ®à®¬ ¨¬¥­®¢ ­¨ï,   äã­ªâ®à Denote

| ¤¥­®â â®¬.

� ¥ ® à ¥ ¬   III.2.1 �ãé¥áâ¢ã¥â ­¥¯à®â¨¢®à¥ç¨¢ë© à¥ä«¥ªá¨¢­ë© â®¯®á.

� ®â«¨ç¨¥ ®â  ¡áâà ªâ­ëå â¨¯®¢ ¤ ­­ëå, ª®â®àë¥ ¬®¤¥«¨àãîâáï ¬­®-

£®®á­®¢­ë¬¨  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¬¨ á¨áâ¥¬ ¬¨, ®¡é¨¥ ¯®­ïâ¨ï ¨ áå¥¬ë ¡ § ¤ ­-

­ëå, ª®â®àë¥ ¬®¤¥«¨àãîâáï ª â¥£®à¨ï¬¨ á ª â¥£®à­ë¬¨ ®¯¥à æ¨ï¬¨, âà¥-

¡ãîâ ¯à¨¢«¥ç¥­¨ï  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å áà¥¤áâ¢, ¢ ª®â®àëå ®¯¥à æ¨¨ ¤¥©áâ¢ãîâ

¯à¨ ¢ë¯®«­¥­¨¨ ­¥ª®â®àëå ãá«®¢¨©. �à¨¬¥à®¬ â ª®© ®¯¥à æ¨¨ ï¢«ï¥âáï

®¯¥à æ¨ï ª®¬¯®§¨æ¨¨ ®â®¡à ¦¥­¨©: ª®¬¯®§¨æ¨ï ¤¢ãå ®â®¡à ¦¥­¨© f1 ¨ f2
®¯à¥¤¥«¥­ , ¥á«¨ â®«ìª® ®¡« áâì §­ ç¥­¨© f1 á®¢¯ ¤ ¥â á ®¡« áâìî ®¯à¥-

¤¥«¥­¨ï f2, â® ¥áâì ¢ë¯®«­ï¥âáï à ¢¥­áâ¢® codom(f1) = dom(f2). �­®-

£¨¥ ¤àã£¨¥ ª â¥£®à­ë¥ ®¯¥à æ¨¨ â ª¦¥ ï¢«ïîâáï ãá«®¢­ë¬¨. �®«¥¥ â®£®,

ãá«®¢­ë¥ ®¯¥à æ¨¨ âà¥¡ãîâáï ¨ ¤«ï ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ¯®­ïâ¨©, ¢®§­¨ª îé¨å

¢ ¯à¥¤¬¥â­ëå ®¡« áâïå.

� ¤¨áá¥àâ æ¨¨ ¨áá«¥¤ã¥âáï ¯®­ïâ¨¥  «£¥¡àë á ãá«®¢­ë¬¨ ®¯¥à æ¨ï¬¨,

¯®à®¦¤¥­­®© á«®¢ à¥¬ â¥à¬¨­®¢ ¨ ¬­®¦¥áâ¢®¬ ãá«®¢­ëå ®¯¥à æ¨© ¨ á®®â-

­®è¥­¨© E. � áâ­ë¬¨ á«ãç ï¬¨ â ª¨å  «£¥¡à ï¢«ïîâáï ¬­®£®®á­®¢­ë¥

 «£¥¡àë,  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¥ â®¯®áë, à¥ä«¥ªá¨¢­ë¥ â®¯®áë,  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¥

â®¯®áë á ¢ë¤¥«¥­­ë¬¨ ¯®¤®¡ê¥ªâ ¬¨ ¨ ­ á«¥¤®¢ ­¨¥¬ ¬®àä¨§¬®¢. � á-

á¬®âà¥­ë ¯®­ïâ¨¥ «¨­¥©­® ¨§« £ ¥¬®© á¯¥æ¨ä¨ª æ¨¨  «£¥¡àë á ãá«®¢­ë¬¨

®¯¥à æ¨ï¬¨ ¨ ¯®­ïâ¨¥ ª®­¥ç­®©  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ â ª¨å  «£¥¡à.

�ã¡«¨ª æ¨ .̈ �¥§ã«ìâ âë ¤¨áá¥àâ æ¨¨ ®¯ã¡«¨ª®¢ ­ë ¢ 14 à ¡®â å

[3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 37, 38, 39].
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�« £®¤ à­®áâ .̈ � ¡« £®¤ àî á¢®¨å ¡«¨§ª¨å - ¬®î ¦¥­ã ¨ ¤¥â¥©, § 

â¥à¯¥­¨¥, á¢®¨å ª®««¥£ ¨ ¤àã§¥© §  ¯®áâ®ï­­®¥ ¬­®£®«¥â­¥¥ á®âàã¤­¨ç¥-

áâ¢®, �®áá¨©áª¨© �®áã¤ àáâ¢¥­­ë© �ã¬ ­¨â à­ë© �­¨¢¥àá¨â¥â §  ¯à¥¤®-

áâ ¢«¥­­ãî ¢®§¬®¦­®áâì à ¡®â âì ­ ¤ ¤¨áá¥àâ æ¨¥© ¨ �®áá¨©áª¨© �®­¤

�ã­¤ ¬¥­â «ì­ëå �áá«¥¤®¢ ­¨© §  ç áâ¨ç­ãî ¬ â¥à¨ «ì­ãî ¯®¤¤¥à¦ªã

¢® ¢à¥¬ï à ¡®âë ­ ¤ ¤¨áá¥àâ æ¨¥© (£à ­â ­®¬¥à 94-01-01479).
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